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А н н о т а ц и я. Актуальность и цель. Актуальность темы работы обусловлена необ-
ходимостью дискретного представления различных моделей непрерывных сообщений  
с единых энергетических и точностных позиций. Целью работы является получение про-
стых аналитических выражений для оценки частоты опроса (дискретизации) в зависимо-
сти от заданной погрешности восстановления, максимальной частоты спектра Fm исход-
ного сообщения с учетом субъективности определения Fm при восстановлении исходного 
сообщения интерполяционными полиномами Лагранжа. Результаты. Рассмотрены три 
наиболее распространенных модели измерительных сообщений, когда энергетический 
спектр и корреляционная функция исходного процесса представляются как: реакция иде-
ального фильтра нижних частот (ФНЧ) на белый шум, реакция низкочастотного  
RC-фильтра на белый шум, реакция гауссова ФНЧ на белый шум. Произведен расчет ча-
стоты опроса по полученным в работе приближенным формулам при восстановлении ис-
ходного процесса для указанных выше моделей с помощью интерполяционных полиномов 
Лагранжа нулевого и первого порядков при заданной погрешности восстановления. 
Субъективность определения Fm была отражена путем введения коэффициента пропор-
циональности Kp, соответствующего стопроцентному количеству мощности исходного 
процесса, заключенному в интервале частот [0, Fm]. Значения параметра р задавались рав-
ными 0,9; 0,95 и 0,99, как наиболее часто используемые на практике. Выводы. Введение 
коэффициента пропорциональности, соответствующего 100p-процентному количеству 
мощности исходного процесса, заключенному в интервале частот [0, Fm], позволяет учесть 
субъективность определения Fm и подойти к анализу дискретного представления различ-
ных моделей непрерывных сообщений с единых энергетических и точностных позиций. 
При этом отпадает необходимость в использовании других параметров энергетического 
спектра, таких как эффективное значение спектра, ширина спектра на уровне 0,707, 50 %, 
25 % мощности и т.д. 

A b s t r a c t. Background. The relevance of the topic of work is due to the need for a dis-
crete presentation of various models of continuous communications from a single energy and 
precision positions. The aim of the work is to obtain simple analytical expressions for estimat-
ing the polling (sampling) frequency depending on a given reconstruction error, the maximum 
frequency of the spectrum Fm of the initial message, taking into account the subjectivity of the 
determination of Fm when restoring the original message by Lagrange interpolation polynomi-
als. Results. The three most common models of measuring messages are considered, when the 
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energy spectrum and the correlation function of the initial process are presented as: the re-
sponse of an ideal low-pass filter (LPF) to white noise, the reaction of a low-frequency RC filter 
to white noise, the reaction of a Gaussian low-pass filter to white noise. The polling frequency 
was calculated using the approximate formulas obtained in the work when restoring the initial 
process for the above models using Lagrange interpolation polynomials. zero and first orders 
for a given error recovery. The determination subjectivity was reflected by introducing a pro-
portionality coefficient Kp corresponding to 100p – the percentage of the power of the initial 
process, enclosed in the frequency range [0, Fm]. The values of the parameter p were set equal 
to 0.9; 0.95 and 0.99, as the most commonly used in practice. Conclusions. The introduction of 
the proportionality coefficient corresponding to 100p — the percentage of the power of the in-
itial process, enclosed in the frequency interval [0, Fm], allows one to take into account the 
subjectivity of the determination of Fm and approach the analysis of the discrete representation 
of various models of continuous messages from the same energy and accuracy positions. In this 
case, there is no need to use other parameters of the energy spectrum, such as the effective val-
ue of the spectrum, the width of the spectrum at the level of 0.707, 50 %, 25 % of the power, etc. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: частота опроса, энергетический спектр, корреляционная 
функция, максимальная частота спектра, погрешность восстановления. 

K e y w o r d s: interrogation frequency, energy spectrum, correlation function, maximum 
spectrum frequency, reconstruction error. 

Введение 
Большинство существующих информационно-измерительных систем с временным раз-

делением канальных сигналов, в том числе телеметрических, построено по принципу переда-
чи мгновенных значений (отсчетов) контролируемых непрерывных величин через равноотсто-
ящие промежутки времени или с постоянной частотой опроса (дискретизации). 

Очевидно, что восстановление непрерывного сообщения конечной длительности по его 
дискретным значениям может производиться лишь с определенной погрешностью, которая, в 
свою очередь, зависит от динамических характеристик передаваемого сообщения, выбранного 
метода восстановления и частоты опроса [1, 2]. 

В практике измерений, например в телеметрии, погрешность восстановления обычно 
задается в виде приведенной среднеквадратической погрешности ,LΒ Βγ = σ  где Βσ  – средне-
квадратическое отклонение погрешности восстановления, max minL x x= −  – диапазон (шкала) 
изменения измеряемой величины ( )x t . 

Динамика измеряемой величины, как правило, выражается через максимальную (гранич-
ную) частоту процесса ( )x t , которая на практике обычно определяется с помощью выражения 

( )
0

mF

x xG f df pE= ,   (1) 

где ( )
0

x xE G f df
∞

=   – полная мощность процесса; p  – параметр, учитывающий, какое количе-

ство мощности процесса, по сравнению с xE , заключено в интервале [ ]0, mF . 
В назначении параметра p  заключается «субъективный произвол» как проектировщика 

системы сбора и передачи измерительной информации, так и зачастую пользователя данной 
информации, которые при определении mF  обычно оперируют энергетическими представле-
ниями об исходном процессе, а не точностными. Очевидно, что энергетические и точностные 
показатели связаны между собой, так как параметр p  указывает на степень «обрезания» энер-
гетического спектра исходного непрерывного сообщения (теоретически бесконечного за счет 
конечной временной реализации ( )x t ) при выборе mF  и дальнейшем его дискретном пред-
ставлении. По аналогии со случайными величинами параметр p  играет роль доверительной 
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вероятности и учитывает потери в исходной информации за счет приближенности оператора 
дискретного представления. 

Отсюда величина параметра p  должна учитываться при расчете погрешности восстанов-
ления процесса ( )x t . В проводимых ниже рассуждениях по оценке частоты опроса значения па-
раметра p  задавались равными 0,9; 0,95 и 0,99, как наиболее часто используемые на практике. 

В качестве методов восстановления широкое распространение получили неоптималь-
ные, но универсальные и легко реализуемые на практике методы на основе интерполяционных 
полиномов Лагранжа нулевого и первого порядков. При этом расчет частоты опроса с исполь-
зованием полного описания корреляционных функций исходных процессов требует большого 
количества априорной информации и громоздких вычислений. Приближенные же выражения 
либо дают завышенные оценки, например, при использовании неравенства Бернштейна, свя-
зывающего максимальную частоту спектра с верхней границей производной n-го порядка ан-
самбля реализаций исходного процесса, либо требуют учета и сопоставления различных па-
раметров энергетического спектра и корреляционной функции исходного процесса, либо не 
учитывают указанный «субъективный произвол» при нахождении максимальной частоты 
спектра измеряемой величины [3]. 

Задачей данной статьи является получение простых аналитических выражений для оценки 
частоты опроса (дискретизации) oF  в зависимости от заданной погрешности восстановления, мак-
симальной частоты спектра исходного сообщения с учетом субъективности определения mF   
при восстановлении исходного сообщения интерполяционными полиномами Лагранжа. 

Вывод аналитических выражений для оценки частоты опроса 

Пусть измеряемая величина ( )x t  является гауссовским стационарным случайным про-
цессом с энергетическим спектром ( )xG f  и нормированной корреляционной функцией 

( )xR τ . При восстановлении процесса ( )x t  с помощью симметричного интерполятора нулево-
го порядка (ИНП) максимальная величина погрешности восстановления [4] 

( )max 2 1 2x o xR TΒγ =  − γ  , 

где 1o oT F=  означает период опроса измеряемой величины; x x Lγ = σ  – приведенное средне-
квадратическое отклонение процесса ( )x t  со шкалой изменения L . 

Для гауссовского процесса 6 xL ≅ σ . Отсюда величина maxΒγ , взятая в процентах, 

( )max 23,57 1 2x oR TΒγ = − .   (2) 

При восстановлении процесса ( )x t  с помощью интерполятора первого порядка (ИПП) [4] 

( ) ( )max 16,67 1,5 2 2 0,5x o x oR T R TΒγ = − + .   (3) 

Как видно из выражений (1) – (3), для нахождения аналитических взаимосвязей между 
oF , mΒγ  и mF  необходимо знать энергетический спектр ( )xG f  и корреляционную функцию 

( )xR τ  процесса ( )x t . 
Рассмотрим три наиболее распространенные модели измерительных сообщений, когда 

энергетический спектр и корреляционная функция исходного процесса представляются как: 
1) реакция идеального фильтра нижних частот (ИФНЧ) на белый шум 

( ) 1 ,x
m

G f
F

=  [ ]0, mf F∈ ,   (4) 

( ) 0,xG f =  [ ]0, mf F∉ , 

( ) sin 2
2

m
x

m

FR
F
π ττ =

π τ
;   (5) 
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2) реакция низкочастотного RC-фильтра на белый шум 

( ) 2 2 2
4
4xG f

f
α=

α + π
,   (6) 

( ) ,xR e−α ττ =  1
RC

α = ;   (7) 

3) реакция гауссова ФНЧ на белый шум 

( )
2 2

2
f

xG f e
π−

απ=
α

,   (8) 

( ) 2

xR e−αττ = .   (9) 

Для приведенных выше моделей 1.xE =  
Выразим параметр α  в выражениях (6) – (9) через максимальную частоту спектра mF , 

используя уравнение (1). 

RC-фильтр 

2 2 2
0

4 2 2arctg
4

mF

mdf F p
f

α π= =
α + π π α ; 

2

tg
2

m p mF K F
p

πα = =π ,   (10) 

где pK  – коэффициент пропорциональности. 
Определим численные значения коэффициента pK  для конкретных величин параметра p: 

0,9;p =  ;mFα =  0,9 1;K =  

0,95;p =  0,5 ;mFα =  0,95 0,5;K =    (11) 

0,99;p =  0,1 ;mFα =  0,99 0,1.K =  

Гауссов ФНЧ 

( )
2 2 2

2

0 0

22 2 ,
m mF tf t

o me df e dt t p
π− −

απ = = Φ =
α π    (12) 

где 2 ;t f= π
α

 ( )
2

2

0

1
2

mt t

o mt e dt
−

Φ =
π   – функция распределения нормированного нормального 

закона: 
2

2 2 2
2

2
m p m

m

F K F
t
πα = = .  (13) 

Аналогичным образом, подставив конкретные значения параметра p  в выражения (12) 
и используя табулированность функции ( )o mtΦ  с учетом (13), определим численные значения 
для коэффициентов пропорциональности pK : 

0,9;p =  27,25 ;mFα =  0,9 2,69;K =  

0,95;p =  25,14 ;mFα =  0,95 2,27;K =   (14) 

0,99;p =  22,96 ;mFα =  0,99 1,72.K =  
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Для нахождения аналитических зависимостей ( ),o o m mF F FΒ= γ  в явном виде при восста-

новлении процесса ( )x t  с помощью ИНП и ИПП в формулы (2) и (3) нужно подставить выра-
жения для корреляционных функций (5), (7) и (9) с учетом (10), (13), а полученные уравнения 
решить относительно 1o oF T= . 

Восстановление исходного процесса с помощью интерполятора нулевого порядка 
Из выражения (2) следует 

( ) 22 1 0,0018 .x o mR T Β= − γ    (15) 

1. Модель вида (4), (5) – ИФНЧ. 
Подставив (5) в (15) при 2oTτ = , получим 

2sin 1 0,0018 .m o
m

m o

F T
F T Β
π = − γ

π
 

Точное значение 1o oF T=  при заданных mF  и mΒγ  можно определить с помощью таб-

личного представления функции sin z
z

, где m oz F T= π . 

Используя разложение 
2sin 1

3!
z z

z
≅ −  при 

2
z π≤ , получаем приближенную формулу для 

расчета oF  

30,2 m
o

m

FF
Β

=
γ

.  (16) 

2. Модель вида (6), (7) – RC-фильтр. 
Из формул (15), (7) и (10) следует 

2 21 0,0018 .p m oK F T
me−

Β= − γ  

Отсюда 

( ) 12
,

2ln 1 0,0018
p m

o

m

K F
F −

Β

=
− γ

 

где pK  определяется с помощью уравнения (11). 

Используя разложение ( )
2

1ln 1
2
zz z−− ≅ + , где 20,0018 mz Β= γ , 1z <<  для практических 

значений mΒγ , получаем 

2277,8 .p m
o

m

K F
F

Β

=
γ

   (17) 

3. Модель вида (8), (9) – гауссов ФНЧ. 
Из формул (15), (9) и (13) следует 

22 2 2 21 0,0018 .p m oK F T
me−

Β= − γ  

Отсюда 

( ) 12
,

2 ln 1 0,0018

p m
o

m

K F
F

−

Β

=
− γ

 

где pK  определяется с помощью уравнения (14). 



2020, № 2 (32) 

 

19 
Используя разложение логарифмической и степенной функции в ряд и ограничившись 

первыми двумя членами, получаем 

11,8 .p m
o

m

K F
F

Β

=
γ

   (18) 

Восстановление исходного процесса с помощью интерполятора первого порядка 

Из выражения (2) следует 

( ) ( ) 24 3 0,0072x o x o mR T R T Β− + = γ .  (19) 

1. Модель вида (4), (5) – ИФНЧ. 

Подставив выражение (5) в (19) при oTτ =  и используя разложение 2 4
2 4

sin 1z a z a z
z

≅ + +  

при 
2

z π≤ , где 2 0,16605a = − ; 4 0,00761a =  [5], получим приближенное выражение для часто-

ты опроса 

5,9 .p m
o

m

K F
F

Β

=
γ

  (20) 

2. Модель вида (6), (7) – RC-фильтр. 
Подставляя выражение (7) с учетом (10) в (19) и используя разложение 

2
1 21ze a z a z− ≅ + + , где 1 0,9664a = ; 2 0,3536a = , ln 2z ≤  [5], получаем 

2134,1 ,p m
o

m

K F
F

Β

=
γ

   (21) 

где pK  определяется с помощью уравнения (11). 
3. Модель вида (8), (9) – гауссов ФНЧ. 
Используя уравнения (9), (13) и разложение для показательной функции в выражении 

(19) соответственно получаем 

3,2 .p m
o

m

K F
F

Β

=
γ

   (22) 

где pK  определяется с помощью формулы (14). 
Приближенные выражения для оценки частоты опроса непрерывных сообщений, пред-

ставленных моделями (4) – (9), приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Приближенные выражения для оценки частоты опроса непрерывных сообщений 

Метод 
восстановления 

Частота опроса oF , Гц 
ИФНЧ RС-фильтр Гауссов ФНЧ 

ИНП 30,2 m

m

F

Βγ
 2277,8 p m

m

K F

Βγ
 11,8 p m

m

K F

Βγ
 

ИПП 5,9 m

m

F

Βγ
 

2134,1 p m

m

K F

Βγ
 3,2 p m

m

K F

Βγ
 

 

При этом погрешность приближения для 5 %mΒγ ≤  не превышает 0,3 %  от точного зна-
чения oF . 
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Заключение 

Определение максимальной частоты спектра mF  исходного процесса с помощью выра-
жения (1) позволяет наряду с физической ясностью в оценке mF  подойти к анализу дискрет-
ного представления различных моделей непрерывных сообщений с единых энергетических и 
точностных позиций. Введение коэффициента пропорциональности pK , соответствующего 
100 p -процентному количеству мощности исходного процесса, заключенному в интервале ча-
стот [ ]0, mF , позволяет выразить параметр α , характеризующий форму энергетического спек-
тра и корреляционной функции первичного сообщения в рамках выбранной модели, через ве-
личины pK  и mF . При этом отпадает необходимость в использовании других параметров 
энергетического спектра, таких как эффективное значение спектра, ширина спектра на уровне 
0,707, 50 % , 25 %  мощности и т.д. [6, 7]. 
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