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Аннотация. Актуальность и цели. Одной из важных научных проблем теории электротехнической системы 

является решение задачи предсказания поведения изучаемых показателей качества электроэнергии во времени и 
фазовом пространстве на основе определенных знаний о начальном состоянии электротехнических систем. Эта 
задача сводится к нахождению некоторого закона, который позволяет по имеющейся информации об электротехни-
ческих системах в начальный момент времени t0 в точке х0 фазового пространства определить его будущее в любой 
момент времени t > t0. Материалы и методы. Математическая модель электротехнической системы представляет со-
бой детерминированную систему нелинейных дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями, 
решение которой ведет себя непредсказуемым и случайным образом – такой тип решения называется режимом де-
терминированного хаоса, и это новый тип и особая форма поведения электротехнических систем. В данной работе 
энтропия и ее максимизация рассматриваются в связи с различными возможными траекториями движения хаоти-
ческой системы в фазовом пространстве между двумя точками (ячейками). Максимизация энтропии приводит к 
распределению вероятности выбора траектории как функции действия, из которой можно легко получить веро-
ятность перехода электротехнической системы из одного состояния в другое. Результаты. Интересным резуль-
татом исследования является то, что наиболее вероятные траектории – это просто пути наименьшего действия. 
Это говорит о том, что принцип наименьшего действия в вероятностной ситуации эквивалентен принципу мак-
симизации энтропии или неопределенности, связанной с тем или иным распределением вероятности.  
Вывод. Вывод исследования заключается в том, что скорее всего траектории движения – это пути наименьшего 
действия. Таким образом, в вероятностной ситуации принцип наименьшего действия равнозначен принципу 
максимизации энтропии или неопределенности, которая связана с разнообразным распределением вероятностей. 
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Abstract. Background. One of the important scientific problems of the theory of the electrical system topic is the so-

lution of the problem of predicting the behavior of the studied indicators of electricity quality in time and phase space 
based on certain knowledge about the initial state of EFV. This task is reduced to finding some law that allows, accord-
ing to available information about EFV at a partial time t0 at the point x0 of the phase space, to determine its future at 
any time t > t0. Materials and methods. The mathematical model of the electrical system is a co-deterministic system of non-
linear differential equations with given initial conditions, the solution of which behaves unpredictably and randomly – this 
type of solution is called the mode of deterministic chaos and this is a new type and a special form of ETS behavior.  
In this work, entropy and its maximization are considered in connection with various possible trajectories of the move-
ment of a chaotic system in the phase space between two points (cells). Macsimilation of entropy leads to a distribution 
of the probability of choosing a trajectory as a function of action, from which the probability of a transition of an electri-
cal system from one state to another state can be easily obtained. Results. An interesting result of the study is that the 
most believable trajectories are simply the paths of least action. This suggests that the principle of least action in a prob-
abilistic situation is equivalent to the principle of maximizing entropy or uncertainty associated with a particular proba-
bility distribution. Output. The conclusion of the study is that, most likely, motion paths are the least action paths. Thus, 
in a probabilistic situation, the principle of least action is equivalent to the principle of maximizing entropy or uncertain-
ty, which is associated with a diverse probability distribution. 

Keywords: entropy, entropy instability, entropy maximization principle, least action principle, motion trajectories, 
least action paths, probability distribution, nonlinear equation, non-equilibrium system, phase space, bifurcation point, 
fluctuations, iteration, local positive feedback, electrical system 
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Введение 

В ситуации далекой от равновесия дифференциальные уравнения, моделирующие тот 
или иной природный процесс, становятся нелинейными, а нелинейное уравнение обычно име-
ет более чем один тип решений. Поэтому в любой момент времени может возникнуть новый 
тип решения, не сводимый к предыдущему, а в точках смены типов решений – в точках би-
фуркации – может происходить смена фазовой пространственно-временной организации объ-
екта [1]. 

Вдали от равновесия каждая подсистема «видит» всю систему целиком. Следовательно, 
лишь в неравновесной системе могут иметь место уникальные события и флуктуации, способ-
ствующие этим событиям, а также происходит расширение масштабов системы, повышение ее 
чувствительности к внешнему миру и, наконец, возникает историческая перспектива, т.е. воз-
можность появления других, быть может, более совершенных, форм организации. И, помимо 
всего этого, возникает новая категория феноменов, именуемых аттракторами [2]. 

Принцип максимизации энтропии (ПМЭ), сформулированный в наиболее краткой фор-
ме, гласит: если делаются выводы на основе неполной информации (в условиях неопределен-
ности (энтропии)), то необходимо опираться на такое распределение вероятностей, которое 
имеет максимальную энтропию, допускаемую априорной неполной информацией [3]. 

Задача обоснования и применения ПМЭ и тем самым энтропийного подхода в статисти-
ческом анализе показателей качества режимов функционирования электротехнической систе-
мы (ЭТС) решается в предположении, что ЭТС в целом обладает сравнительно устойчивыми и 
продолжительными уровнями нагрузки [4]. Кратковременными динамическими режимами 
нагрузки пренебрегают. Показатели качества электроэнергии (ПКЭ) как случайные величины 
имеют ограниченные по величине дисперсии, что соответствует физической природе процес-
сов в ЭТС. Оценка отклонений ΔН энтропии от максимальной величины при анализе качества 
функционирования ЭТС имеет важное значение [5]. 

Причинами хаоса в электротехнической системе является наличие местной положитель-
ной обратной связи и наличие нелинейных элементов с круто падающей вольтамперной ха-
рактеристикой (отрицательное сопротивление).  

Целью данной работы является определение взаимосвязи между максимальной энтро-
пией и принципом наименьшего действия на основе анализа распределения вероятностей 
движения по различным траекториям движения ЭТС в режиме детерминированного хаоса, 
движущейся между двумя точками в фазовом пространстве.  
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Энтропия и ее максимизация рассматриваются в связи с различными возможными тра-

екториями хаотической системы, движущейся в ее фазовом пространстве между двумя ячей-
ками. Фазовое пространство системы определяется так, что точка в ней представляет собой 
состояние системы.  

Рассмотрим неравновесную электротехническую систему, движущуюся в фазовом про-
странстве между двумя точками a и b, которые находятся в двух элементарных ячейках дан-
ного разбиения фазового пространства (рис. 1). Если движение электротехнической системы 
является регулярным, то между двумя точками будет только одна возможная траектория.  
В другом случае будет только некоторый однозначный набор траекторий между начальной и 
конечной ячейками. Эти траектории являются путями, минимизирующими действие по прин-
ципу наименьшего действия [2], и имеют определенную вероятность появления. Любой дру-
гой набор траекторий движения должен иметь нулевую вероятность. 

 

 
Рис. 1. Возможные траектории фазового пространства (k = 1, 2, …, w)  
для хаотической электротехнической системы, чтобы пройти от точек 

в фазовой ячейке a к точкам в фазовой ячейке b в течение времени tab (k) (вдоль пути k) 
 
Для ЭТС, находящейся в хаотическом движении, все обстоит иначе. Две точки, нераз-

личимые в начальной ячейке, могут экспоненциально отдаляться друг от друга. Обычно эти 
две точки после их ухода из начальной ячейки никогда не встретятся в конечной ячейке в фа-
зовом пространстве. Тем не менее, возможно, что они проходят через одну и ту же ячейку  
в два разных момента времени. Таким образом, между двумя заданными фазовыми ячейками, 
представленными на рис. 1 буквами a и b соответственно, может быть много возможных тра-
екторий, помеченных k (k = 1, 2, …, w), с различным временем прохождения tab (k) электро-
технической системы и различной вероятностью pab (k) для электротехнической системы вы-
брать путь k. Это называется распределением вероятностей траектории [2]. 

Распределение вероятностей траектории определяется следующим образом. Предполо-
жим, что ансамбль большого числа L идентичных электротехнических систем движется в фа-
зовом пространстве от ячейки a к ячейке b с w возможными траекториями [6]. Таким образом, 
вероятность pab(k) того, что электротехническая система выберет путь k, определяется  

как обычно в теории вероятностей выражением ( ) k
ab

Lp k
L

= . Естественно, что 
1

( ) 1w
abk

p k
=

= . 

По определению, pab(k) – это вероятность перехода из состояния a в состояние b по любой 
траектории k. 

В данной работе распределение вероятностей траектории из-за динамической неустой-
чивости изучается в связи с теорией энтропийной неустойчивости и принципом наименьшего 
действия. Прежде всего мы предполагаем, что различные траектории неравновесных электро-
технических систем, движущихся между фазовыми ячейками a и b, однозначно дифференци-
руются по их действию, определяемому [7] как 
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( )
( ) ( ) ,

ab
ab kt k

A k L t dt=   (1) 

где Lk (t) – лагранжиан системы в момент времени t вдоль пути k и определяется как  
Lk(t) = Uk(t) – Vk(t), где Uk(t) – общая кинетическая энергия и Vk(t) – полная потенциальная 
энергия электротехнической системы.  

Интеграл Аab(k) определяется по пути k за время tab(k), tab(k) – время в пути системы Lk  
по пути k. Если пути k могут быть идентифицированы только по величине их действий, тогда 
можно будет изучить их распределения вероятностей с помощью энтропийной концепции и мето-
да максимальной энтропии В. К. Федорова [8] с учетом величины действия Аab(k). Этот подход 
приведет нас к вероятностной интерпретации механического принципа Мопертюи и распределе-
ния вероятностей в зависимости от действия. В качестве приложения полученное распределение 
вероятностей траектории будет использовано для получения вероятности перехода Pab(k). 

Энтропия траектории 
Энтропия является нашим незнанием рассматриваемой системы. Чем больше мы знаем 

о системе, тем меньше энтропия. Согласно Шеннону [9], эту энтропию можно измерить по 
формуле lni ii

S p p= − , где pi – определенная вероятность, приписанная ситуации i. Обычно 

нормируется 1ii
p =  с суммированием по всем возможным ситуациям. 

Теперь для ансамбля из w возможных путей на рис. 1 энтропия Шеннона может быть 
определена следующим образом: 

1
( , ) ( ) ln ( ).

w

ab ab
k

H a b p k p k
=

= −  (2) 

Функция H(a,b) является энтропией о пути и должна интерпретироваться как недоста-
ющая информация, необходимая для предсказания того, какой путь из ансамбля система вы-
берет из a в b. Согласно нашему исходному предположению, величина, которая дифференци-
рует пути и вероятность их появления, является лагранжевым действием.  

Распределение вероятности максимальной энтропии  
Рассматривается ансамбль, содержащий большой комплекс систем, перемещающихся из 

a в b. Эти системы распределены по w путям согласно pab(k) в связи с действием Aab(k). Мате-
матическое ожидание действия по всем возможным путям может быть рассчитано с помощью 

1
( ) ( ) ( ).

w

ab ab ab
k

М A p k A k
=

=  (3) 

С другой стороны, энтропия H(a,b) о пути в формуле (2) является выпуклой функцией  
в зависимости от нормированной вероятности pab(k). Согласно принципу В. К. Федорова [8], 
чтобы получить оптимальное распределение, необходимо максимизировать H(a,b) при огра-
ничениях, связанных с нашими знаниями о системе и соответствующих случайных величинах, 
т.е. с нормировкой pab(k) и математическим ожиданием Aab 

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) 0.

w w

ab ab ab
k k

H a b p k p k A k
= =

 δ − + α + η = 
 

   (4) 

Это приводит к следующему распределению вероятностей: 

[ ]1( ) exp ( ) .ab abp k A k
Q

= −η  (5) 

Поместив это распределение вероятностей (5) в H(a,b) соотношения (2), получаем 

( , ) ln ln ln ,abH a b Q A Q Q∂= + η = − η
∂η

 (6) 

где Q определяется, как [ ]1
exp ( ) ,w

abk
Q A k

=
= −η  и Aab определяется выражением 
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lnabA Q∂= −

∂η
,  (7) 

где α, η – множители Лагранжа. 

Устойчивость распределения вероятностей траекторий 

Теперь покажем, что указанное распределение вероятностей устойчиво по отношению  
к флуктуации действия. Предположим, что каждый путь разрезан на две части: 1-я часть (сег-
менты на стороне ячейки a) и 2-я часть (сегменты на стороне b). Все сегменты 1-й части содер-
жатся в группе 1, а все сегменты 2-й части в группе 2. Каждая группа имеет энтропию траекто-
рии Н1 = Н2 = H и среднее действие A1 = A2 = A. Тогда общая энтропия H(a,b) = H1 + H2 = 2Н и 
общее среднее действие A(a,b) = A1 + A2 = 2A. Если рассмотреть небольшую вариацию разде-
ления траекторий с виртуальными изменениями в двух группах, такие, что δA1 = δA = −δA2,  
то общая энтропия будет изменена и может быть записана как 

( , ) ( ) ( ).H a b H A A H A A′ = + δ + − δ  (8) 

В связи с тем, что распределение (5) и соотношение (6) являются следствием процедуры 
максимизации энтропии, условие стабильности требует, чтобы энтропия не увеличивалась  
с виртуальными изменениями указанных двух групп. При этом необходимо иметь 

( , ) ( , ) 0,H H a b H a b′δ = − ≤  (9) 

т.е. 

( ) ( ) 2 ( ) 0,H A A H A A H A+ δ + − δ − ≤  (10) 

что означает 
2

2 0.H
A

∂ ≤
∂

 (11) 

Рассмотрим, всегда ли выполняется это условие энтропийной устойчивости. Из урав-

нения (6) следует, что 
2

2 .H
A A

∂ ∂η=
∂ ∂

 Затем, учитывая определение среднего действия (выраже-

ние (3)), рассчитаем 

2 ,A∂ = −∂
∂η

 (12) 

что подразумевает 
2

2 2
1 0,H

A
∂ = − ≤
∂ δ

 (13) 

где дисперсия 
2 2

2
1 2 0A A

− −
δ = + ≥  характеризует флуктации действия A.  

Это доказывает стабильность максимального распределения энтропии и соотношения 
(5) относительно флуктуации действия по различным траекториям. 

Приложение к режимам детерминированного хаоса ЭТС 

Возможный физический смысл η можно понять на специальном примере ЭТС. Предпо-
ложим, что на рис. 1 определен путь, по которому элементы ЭТС движутся от a к b через про-
межуточную точку или ячейку k. Действие Aab(k) элементов ЭТС от a до b можно рассчитать 
как [10] 

2 2( ) ( )( ) .
2( ) 2( )

k a b k
ab

k a b k

x x x xA k
t t t t
− −= +
− −

 (14) 
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Тогда из соотношения (5) имеем 

2 2( ) ( )1( ) exp exp .
2( ) 2( )

k a b k
ab

k a b k

x x x xp k
Q t t t t

   − −= −η −η   − −   
 (15) 

С другой стороны, известно [8], что в качестве решения уравнения диффузии вероят-
ность перехода элементов из a в b через путь k равна 

[ ] [ ]
2 2

/2 /2
( ) ( )1 1( ) exp exp ,
4 ( ) 4 ( )4 ( ) 4 ( )

k a b k
ab ak kb d d

k a b kk a b k

x x x xp k p p
D t t D t tD t t D t t

   − −= = − × −   − −π − π −   
 (16) 

где D – коэффициент диффузии, предполагаемый постоянным всюду в фазовом пространстве, 
ta, tk и tb – время, а xa, xk и xb – координаты положения элемента в точках a, k и b соответствен-
но, d – это размерности обычного конфигурационного пространства, pak и pkb – вероятности 
перехода элемента из a в k и из k в б соответственно [11]. 

Сравнение соотношений (15) и (16) приводит к важному результату 

1 .
2D

η =  (17) 

Для системы, содержащей большое количество элементов, приведенный выше результат 
остается в силе. Единственное отличие состоит в том, что в этом случае промежуточных точек 
будет просто больше, и общее действие будет рассчитываться для всех элементов и их траек-
торий, каждая из которых имеет большое количество промежуточных точек. Вышеуказанный 
результат может быть использован для многих хаотических систем. 

Принцип максимальной энтропии и принцип наименьшего действия 
Обратим внимание на связь между максимальной энтропией траектории и наименьшим 

действием. Почти все варианты принципа наименьшего действия можно свести к следующей 
общей форме: действительное состояние или траектория движения физической системы отли-
чаются от всех состояний или траекторий, возможных при данных условиях, тем, что величи-
на действия является стационарной (не меняется во времени) и принимает экстремальное зна-
чение. Иначе говоря, система ведет себя таким образом, чтобы ее действие было 
минимальным из всех возможных при данных условиях [12]. Можно показать, что пути 

наименьшего действия являются наиболее вероятными при ( , ) 0.
ab

H a b
A

∂η = >
∂

 В самом деле, из 

выражения (5) положительное η означает, что траектории наименьшего действия статистиче-
ски более вероятны, чем траектории большего действия [13]. Таким образом, наиболее веро-
ятные траектории должны минимизировать действие. 

Это свойство распределения вероятностей выражения (5) можно математически обсу-
дить так же, как и стабильность распределения вероятностей. Ранее рассматривались две 
группы 1 и 2 сегментов пути с H1 = Н2 = Н и А1 = А2 = A. Общая энтропия тогда H(a,b) = 2H,  
а общее среднее действие A(a,b) = 2A. Теперь предположим, что две группы деформированы 
так, что δH1 = δH = −δH2. Общее среднее действие после групповой деформации можно запи-
сать в виде [14] 

1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).A a b A H H A H H A H H A H H′ = + δ + + δ = + δ + − δ  (18) 

Если распределение вероятностей выражения (5) и соотношение (6) соответствуют 
наименьшему действию, общее среднее действие после групповой деформации не может 
уменьшаться: ( , ) ( , ) 0,A A a b A a b′δ = − ≥  т.е. 

( ) ( ) 2 ( ) 0,A H H A H H A H+ δ + − δ − ≥  (19) 

что означает 
2

2 0.A
H

∂ ≥
∂

 (20) 
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С другой стороны, с помощью соотношения (6) мы можем доказать, что 

2

2 2 3
1 1 .A

H H A
∂ ∂η ∂η= − = −
∂ η ∂ η ∂

 (21) 

Сейчас с учетом 2
1

A
∂η = −
∂ δ

 мы получаем 

2

2 2 3
1 .A

H
∂ =
∂ δ η

 (22) 

Мы видим, что если уравнение (22) верно, мы имеем 

0.η ≥  (23) 

Другими словами, положительность η подразумевает, что принцип максимизации эн-
тропии неразрывно связан с принципом наименьшего действия: наиболее вероятные траек-
тории, определяемые распределением вероятностей максимальной энтропии, – это просто 
пути наименьшего действия. 

Принимая во внимание соотношение (17), положительность η  обеспечивается за счет 
положительности коэффициента диффузии D. Мы также можем инвертировать это утвержде-
ние: если наиболее вероятные траектории получены из распределения вероятностей (5), кото-
рые минимизируют действие, тогда коэффициент диффузии должен быть положительным. 

Заключение 

Есть надежда, что эта работа может способствовать изучению поведения хаотических 
систем. Если нет хаоса, то энтропия о пути исчезнет, и между двумя фазовыми ячейками бу-
дет только точный набор параллельных траекторий, которые являются путями наименьшего 
действия с определенной вероятностью возникновения. Чем более рассматриваемая система 
хаотична, тем больше возможных путей с различными действиями и тем больше энтропия. 
Таким образом, предполагается, что энтропия о пути H(a,b) может использоваться как мера 
хаоса, как энтропия Колмогорова – Синая (ЭКС) [15]. Следует отметить, что существует важ-
ное различие между H(a,b) и ЭКС. H(a,b) – это энтропия, связанная с различными траектория-
ми движения, относящимися к двум ячейкам в фазовом пространстве, но имеющая произволь-
но различное время прохождения от ячейки к ячейке. На языке итерации с дискретным 
временем разные траектории имеют произвольно различное количество шагов итерации.  
С другой стороны, ЭКС можно определить как энтропию, связанную с различными путями, 
которые покидают исходную ячейку для произвольного пункта назначения, но с одинаковым 
временем прохождения, т.е. с тем же числом шагов итерации [7]. Дальнейшие исследования 
необходимы для выяснения взаимосвязи между этими двумя энтропийными мерами для хао-
тических систем. 

Результат этой работы соответствует формулировке статистической физики по интегра-
лу по путям и идее, что динамические системы можно рассматривать как геодезические пото-
ки на многообразиях в фазовом пространстве [2, 8]. Это очень обнадеживающий результат для 
метода вычисления энтропии и интегралов действия в разрывном и недифференцируемом 
пространстве (например, странных аттракторах), в которых результат настоящей работы мо-
жет использоваться для выведения метода максимального изменения энтропии для динамиче-
ской системы, движущейся в фрактальном фазовом пространстве [14]. 

Резюмируя, можно утверждать, что энтропия траекторий определяется для множества 
возможных путей хаотических систем, движущихся между двумя ячейками в фазовом про-
странстве. Показано, что различные пути физически идентифицируются их действиями, мак-
симизация энтропии о пути приводит к распределению вероятности выбора траекторий как 
функции от действия. В качестве специального примера определена вероятность перехода из 
начального в конечное состояние ЭТС. В этом случае мы показываем, что наиболее вероятные 
пути, полученные из распределения вероятностей максимальной энтропии, минимизируют 
действие. Это говорит о том, что принцип наименьшего действия в вероятностной ситуации 



Измерение. Мониторинг. Управление. Контроль. 2021, № 2 

 

12 
эквивалентен принципу максимизации энтропии или неопределенности, связанной с распре-
делением вероятности. Этот результат может рассматриваться как аргумент в поддержку это-
го метода анализа для неравновесных систем. 
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