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А н н о т а ц и я. Актуальность и цели. Целью работы является описание процедуры 
симметризации корреляционных связей многомерных биометрических данных через вы-
числение полной корреляционной матрицы и выбора ее элементов с одинаковыми значе-
ниями. Материалы и методы. Симметричные корреляционные матрицы не поддаются 
классической регуляризации по Тихонову, однако они обладают собственной «структурной» 
устойчивостью. Получается, что симметризация корреляционных связей есть не что иное, как 
некоторый метод структурной регуляризации решения многомерных задач линейной алгеб-
ры. Результаты. В работе показано, что переход к вычислению симметричных корреляци-
онных функционалов порядка n эквивалентен повышению объема биометрических данных 

в −( 2) / 2n n  раз по сравнению с вычислением обычных коэффициентов корреляции. 
Повышение размерности корреляционных функционалов приводит к монотонному сни-
жению погрешности их вычисления, возникающей из-за недостатка исходных данных. 
Выводы. Корреляционные функционалы есть не что иное, как многомерные свертки  
по пространству входных состояний доступных для наблюдения статистических данных. 
На практике широко используются только простейшие двухмерные корреляционные 
функционалы, так как применение корреляционных функционалов более высокого поряд-
ка слабо изучено. Барьером, мешавшим ранее начать исследования возможностей высо-
коразмерных корреляционных функционалов, были ожидания падения точности их вы-
числения. Подобные опасения справедливы только по отношению к асимметричным 
корреляционным функционалам.  

A b s t r a c t. Background. The aim of this work is to describe the procedure of symmetriza-
tion of the correlation of multidimensional biometric data through the computation of the full 
correlation matrix and elements with the same value. Materials and methods. The symmetric 
correlation matrix are not amenable to classical regularization by Tikhonov, but they have their 
own structural stability. It turns out that the symmetrization of the correlation is not that other, 
as a certain method of structural regularization for the solution of multidimensional problems 
of linear algebra. Result. It is shown that the transition to the calculation of the symmetric cor-
relation functionals of order n equivalent to the increased volume of biometric data in 

−( 2) / 2n n  times compared to the computation of conventional correlation coefficients. In-
creasing the dimensionality of the correlation functionals leads to a monotonous decrease of 
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the error of their calculations arising due to lack of source data. Conclusions. Correlation func-
tionals is not that other, as a multidimensional convolution in space of the input States are 
available for monitoring statistics. In practice widely used only the simplest two-dimensional 
correlation functionals, since the use of the correlation functionals of higher order is poorly 
studied. A barrier that prevented earlier, start researching possibilities vysokorazvityh correla-
tion functionals were expectations for a decline of the accuracy of their calculations. Such con-
cerns are valid only in relation to asymmetric correlation functionals. 

К л ю ч е в ы е  с л о в а: биометрические данные, корреляционные свертки высокой 
размерности, симметризация вычислений на малых выборках. 

K e y  w o r d s: biometric data, correlation and convolution high-dimensional, symmetri-
zation of calculations on small samples. 

Проблема вычисления корреляционных функционалов на малых выборках 

Применительно к обработке биометрических данных могут быть использованы искус-
ственные нейронные сети [1– 4]. Перед их использованием необходимо выполнить процедуру 
их обучения. Как правило, искусственные нейронные сети плохо учатся (имеют экспоненци-
альную вычислительную сложность обучения). Кроме того, для обучения «глубоких» нейрон-
ных сетей [1, 2] требуются очень большие выборки исходных данных (более 100 000 приме-
ров, биометрических образов, размеченных в ручном режиме). Все это делает нейронные сети 
общего вида непригодными для биометрической аутентификации личности человека в защи-
щенном исполнении. Под решение этой задачи приходится создавать специальные нейронные 
сети [5], имеющие стандартизованный алгоритм обучения [6] с линейной вычислительной 
сложностью. 

Стандартизованный алгоритм обучения [6] построен на использовании младших одно-
мерных статистических моментов. Используются математические ожидания ( )E ν  и стандарт-
ные отклонения – ( )σ ν  биометрических параметров. Как перспектива рассматривается воз-
можность улучшения стандартного алгоритма обучения [7–9] через дополнительное 
применение коэффициентов корреляции 1 2( , )r ν ν . При этом основным препятствием является 
то, что корреляционный функционал двухмерен и накапливает погрешности 1( )EΔ ν , 2( )EΔ ν , 

1( )Δσ ν , 2( )Δσ ν . В конечном итоге на малых выборках коэффициенты корреляции имеют не-
допустимо большую погрешность. Примеры распределения значений ошибок вычисления ко-
эффициентов корреляции приведены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Распределение значений коэффициентов корреляции для выборок из 7, 9, 16, 21 примеров  

при двух значениях коэффициентов корреляции r = 0 и r = 0,5 
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Из рис. 1 видно, что самая большая погрешность возникает при определении коэффици-

ентов корреляции независимых данных. Так, для выборок из 16 независимых опытов вычис-
ленный коэффициент корреляции попадает в интервал [–0,1; +0,1] с вероятностью только 0,2. 
Становится актуальной задача повышения точности вычисления коэффициентов корреляции 
на малых выборках. 

Обычно с ростом размерности вычисляемого функционала растет влияние ошибок из-за 
недостаточного объема выборки исходных данных. Цель данной работы – показать, что по-
вышение размерности корреляционных функционалов может рассматриваться как эффектив-
ный метод регуляризации их вычислений и что переход к вычислению корреляционных функ-
ционалов более высокой размерности снижает требования к размерам тестовой выборки, если 
вычислительные процедуры предварительно симметризованы. 

Симметризация корреляционных связей биометрических данных 

При необходимости может быть вычислена корреляционная матрица связей биометри-
ческих параметров. Например, как источник достоверных данных можно использовать среду 
моделирования «БиоНейроАвтограф» [10]. В этой программной среде любой введенный гра-
фическим планшетом или манипулятором «мышь» рукописный образ преобразуется в 416 
биометрических параметров. Как следствие, мы можем воспользоваться данными среды моде-
лирования [10], полученными для 21 примера некоторого рукописного образа, и вычислить 
корреляционную матрицу размерности 416 416× . 

Очевидно, что мы можем по этой корреляционной матрице отсортировать данные на 
группы одинаково коррелированных между собой биометрических параметров. Более того, 
каждая из таких групп может рассматриваться как система симметричных корреляционных 
функционалов с монотонно увеличивающейся размерностью: 
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Следует отметить, что моделировать исходные данные с симметричными корреляцион-
ными матрицами достаточно просто [11, 12]. Для этого достаточно от программного генерато-
ра получить вектор независимых псевдослучайных состояний ξ  нужной размерности и 
умножить его на симметричную связывающую матрицу с одинаковыми элементами и единич-
ной диагональю 

1 1

2 2

3 3

1
1 .

1

a a
a a
a a

ξ ν     
     ⋅ ξ = ν     
     ξ ν     

  (2) 

Очевидно, что для каждого показателя размерности – n значения параметра связывания 
данных является одномерной функцией коэффициента равной коррелированности 

а = f(r, n).  (3) 

На рис. 2 приведены примеры функций (3) для низких показателей размерности. 
 



 

 

69 2018, № 1 (23) 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициентов связывающих матриц  

от коэффициентов равной коррелированности 
 
Одномерность и монотонность функции (3) позволяет создавать очень точные таблицы 

преобразований а→r, и наоборот, r→а для любых показателей размерности – n. 

Рост точности вычислений коэффициентов равной коррелированности  
за счет усреднения близких данных 

Выбирая одинаковые значения коэффициентов корреляции и создавая группы данных 
равной коррелированности, мы всегда имеем дело с ошибками их вычисления. Чем выше раз-
мерность симметризованной корреляционной матрицы, тем более точно мы можем вычислить 
коэффициент равной коррелированности через усреднение коэффициентов взаимной корреля-
ции данных, объединенных в одну группу. Так, если мы имеем симметричную корреляцион-
ную матрицу размерности – n, то появляется возможность усреднять между собой 
( ( 2) / 2n n − ) коэффициентов. Если считать, что ошибки вычисления коэффициентов корреля-
ции irΔ  независимыми, то итоговая ошибка вычисления показателя равной коррелированно-
сти значительно снижается 

2( ) .
( 2)
rE r

n n
ΔΔ ≈

−
  (4) 

Это означает, что имитационное моделирование данных по формуле (2) может быть вы-
полнено много точнее, чем ошибка реальных данных, вычисленных по малой выборке.  

Регуляризация вычисления откликов квадратичных форм 

В биометрии активно используется мера Махаланобиса [13]. Если выполнить центриро-
вание и нормирование биометрических данных, то мера Махаланобиса может быть записана 
следующим образом: 

( ) [ ] 12 .Te r == ν ν   (5) 

Основной проблемой вычислений по формуле (5) является проблема обращения плохо 
обусловленных корреляционных матриц. Чем выше размерность корреляционной матрицы, 
тем хуже их обусловленность. Для произвольно сформированных корреляционных матриц 4, 
5 порядка число обусловленности может меняться в пределах от 1 до 200. Если же мы начнем 
специально подбирать одинаково коррелированные биометрические параметры, то, например, 
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для параметров 0,0≈ir  число обусловленности будет близко к единице при любой размерно-
сти. Формирование нескольких групп слабо коррелированных параметров является очень эф-
фективным способом регуляризации. Более того, даже в случае не нулевых корреляционных 
связей 0,0≠r  для симметричных матриц удается однозначно вычислить коэффициент обу-
словленности: 

[ ] 1

2

max( ) ,
min( )

i
n

i

cond r λ λ= =
λ λ

  (6) 

где iλ  – собственные числа любого типа корреляционной матрицы, только для симметричных 
корреляционных матриц 1 max( )iλ = λ  и 2 3 ,.., min( )n iλ = λ = = λ = λ . 

Следует отметить, что число обусловленности симметричных корреляционных матриц 
всегда меньше, чем число обусловленности близких к ним почти симметричных матриц с по-
грешностями вычисления каждого элемента: 

1,2 1,3

2,1 2,3

3,1 3,2

1 1 ( ) ( )
1 ( ) 1 ( ) .

1 ( ) ( ) 1

r r E r E r
cond r r cond E r E r

r r E r E r

   
   ≥   
       

 (7) 

На рис. 3 показаны функции роста минимального значения коэффициента обусловлен-
ности в зависимости от показателя равного значения коэффициентов корреляции и размерно-
сти матрицы. 

 

 
Рис. 3. Функции числа обусловленности симметричных матриц 

 
На рис. 3 даны функции роста числа обусловленности в зависимости от коэффициентов 

коррелированности симметричных матриц только для малых размерностей n = 2, 3, …, 10.  
С ростом размерности функции обусловленности увеличивают свою крутизну, что отражает 
эффект «проклятия» размерности. 

 Исходя из соотношения (7) на рис. 3 отображены границы распределений минимально 
возможных значений коэффициентов обусловленности. Реальные значения коэффициентов 
обусловленности всегда выше кривых рис. 3. Для каждой размерности по аналогии с рис. 3 
могут быть построены значения математических ожиданий чисел обусловленности и граница 
их максимумов. Соотношения этих кривых для выборки в 21 опыт показаны на рис. 4. 
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Рис. 4. Поле разброса чисел обусловленности для почти симметричных корреляционных матриц 

третьего порядка (более темная заливка) с асимметрией, обусловленной малой выборкой в 21 пример 
 
Из данных рис. 4 видно, что даже относительно небольшие ошибки вычисления коэф-

фициентов корреляции могут приводить к большим вариациям устойчивости обращения даже 
трехмерных корреляционных матриц. Естественно, что с ростом размерности обращаемых 
матриц верхняя и нижняя границы будут раздвигаться, увеличивая площадь множества допу-
стимых вариаций чисел обусловленности. Наоборот, с ростом размеров обучающей выборки 
размеры наблюдаемых вариаций числа обусловленности сужаются, приближаясь к правым 
границам функций рис. 3.  

Потенциальный выигрыш по затратам вычислительных ресурсов от замещения 
операции регуляризации по Тихонову на операцию симметризации 

На практике при обращении матриц и решении систем линейных уравнений часто ис-
пользуется регуляризация вычислений по Тихонову [14]. Идея метода Тихонова состоит в том, 
что к нестабильной матрице добавляется стабильная единичная матрица: 

[ ] [ ] [ ]1 1 ,A A= + μ   (8) 

для того, чтобы [ ] [ ]1cond A cond A≤ . 
При поиске коэффициента стабилизации – μ (8) может быть использована итерационная 

процедура подбора [14], при этом создается иллюзия низкой вычислительной сложности ре-
шаемой задачи. На самом деле задача регуляризации корреляционных матриц оказывается 
много сложнее. Возникает это из-за того, что стабилизирующих матриц может быть множе-
ство. Любая матрица с нулевыми элементами вне диагонали и элементами ±1 на диагонали 
предельно стабильна: 

1 0 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0

0 1 0 .... 1.0 0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1

0 0 0 0 1

cond cond cond

+ 
−   + +     +     − = = = =−   −   − −    +   + 

  (9) 

Фактически вместо одного решения (7) необходимо проверять 2n возможных решений 

[ ] [ ] [ ]1 1 .A A± = + μ ±   (10) 
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Таким образом, полное решение задачи регуляризации матриц высокой размерности – n 

является задачей экспоненциальной вычислительной сложности. Если же мы пользуемся проце-
дурами симметризации корреляционных матриц, то вычислительная сложность такой задачи 
близка к квадратичной. Получается, что, изменив условия решения задачи регуляризации под 
нейросетевой базис, удается получать технические решения с очень высокой устойчивостью.  

Общие положения симметризации и ортогонализации нелинейных сверток 

Когда осуществляется первичная обработка биометрических данных, ее стремятся сде-
лать ортогональной. Как правило, используют ортогональные представления данных через их 
разложение в базисах Фурье, Уолша, Хаара. При этом устойчивость вычислений (обусловлен-
ность вычислений) повышается. Формально все процедуры ортогонализации при их про-
граммной реализации выполняются на дискретной сетке отсчетов (они дискретны), т.е. устой-
чивое преобразование из временной области в частотную и обратно дискретно, например, это 
могут быть свертки Фурье на сетках из 256 отсчетов:  

[ ] [ ] [ ]256 256 256( ) ( ) ( ) .x t x jk x t→ ω →   (11) 

Для двухмерных преобразований Фурье, Уолша, Хаара свертки по интервалам превра-
щаются в свертки по пространству состояний матриц 256×256. Трехмерное преобразование 
Фурье, Уолша, Хаара по своей сути является свертками по куб-матрицам исходных данных. 
Вычислительная сложность преобразований быстро увеличивается, однако их устойчивость 
остается высокой из-за ортогональности преобразований. 

Выше мы показали, что симметризация корреляционных связей при вычислении квад-
ратичных форм (например, меры Махаланобиса) также приводит к существенному росту 
устойчивости вычислений на малых выборках. При этом вычислительная сложность операций 
симметризации является квадратичной и формально записывается как простое понижение 
размерности 

1 2 1 1 1( , ,...., ) ( , ,...., ) ( ).n nR r r r R r r r R r→ →   (12) 

К сожалению, симметризации вычислений уделено намного меньше внимания в сравне-
нии с их ортогонализацией. Наиболее полно вопрос о симметризации вычислений исследован 
для приложений идентификации нелинейных динамических объектов [15]. Доказано, что от-
клики ядер Вольтерра в их симметричном и асимметричном варианте полностью совпадают. 
Сама же симметризация ядер Вольтерра может быть выполнена перестановкой асимметрич-
ных переменных с последующим усреднением:  

1 2 3 1 3 2

3 2 1 3 2 3 1

3 1 2 3 2 1

( , , ,) ( , , ,)
1( , , ,) ( ) ( , , ,) ( , , ,) .
6

( , , ,) ( , , ,))

h h
h h h h

h h

τ τ τ + τ τ τ + 
 τ τ τ = τ = τ τ τ + τ τ τ + 
 τ τ τ + τ τ τ   

 (13) 

Уже после симметризации ядер Вольтерра может быть выполнена ортогонализация вы-
числений через применение полиномов Лагерра [15] или иными похожими методами ортого-
нализации [16–20].  

Получается, что рассматриваемые в данной статье процедуры симметризации теорети-
чески могут быть усилены процедурами ортогонализации. Тем не менее даже без ортогонали-
зации и симметризации нейронные сети, обученные стандартизованным алгоритмом [6], поз-
воляют получать рекордно устойчивые решения. Так удается решать обратную задачу 
нейросетевой биометрии для матриц нейросетевых функционалов размерности 416 256×  при 
вариациях примеров биометрических данных порядка 20 % [21]. 

Заключение 

Инженеров обычно удивляет та высокая точность решений управления, принимаемых 
людьми, опираясь на низкую точность датчиков или биометрических данных. Мы попытались 
показать, что устойчивость нейросетевых вычислений может быть многократно увеличена, 
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если отказаться от традиционного пути вычисления обычной меры Махалонобиса и перехода 
к специальному подбору одинаково коррелированных данных. Этот прием следует рассматри-
вать как очень сильный метод структурной регуляризации. Как только мы отказываемся от то-
го, что связи нейронов кем-то заданы и неизменны, мы получаем дополнительные возможно-
сти по структурной регуляризации. На данный момент симметризация связей нейросетевых 
многомерных преобразований гораздо более изучена, чем ортогонализация подобных преоб-
разований.  

Если опираться на положительный опыт идентификации нелинейных динамических 
объектов, то одновременное использование симметризации и ортогонализации вполне воз-
можно. Одновременное использование симметризации и ортогонализации, видимо, является 
одним из перспективных направлений совершенствования нейросетевых преобразований.  

Принципиально важным является то, что все нейросетевые преобразования являются 
свертками по пространству исходных данных. Именно это приводит к рекордным значениям 
устойчивости нейросетевых преобразований. В данной работе мы численно оценили эффек-
тивность процедуры симметризации корреляционных связей при обучении сетей квадратич-
ных форм (5), что в конечном итоге должно дополнительно привлечь внимание исследовате-
лей и инженеров к процедурам симметризации. 
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