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Аннотация. Актуальность и цели. Чувствительные элементы полупроводниковых преобразователей давления 

традиционно изготавливаются в виде круглых и квадратных мембран, в то время как применение другой геометри-
ческой формы, например прямоугольной, позволяет уменьшить габариты при сохранении высокой чувствительно-
сти. Целью работы является исследование влияния нелинейного изгиба прямоугольной мембраны тензопреобра-
зователя под действием измеряемого давления на выходной сигнал, разработка методики определения толщины 
мембраны с учетом нелинейного изгиба и определение погрешности нелинейности. Материалы и методы. Суще-
ствующие методики определения толщины мембран преобразователей давления учитывают только линейный из-
гиб, а известное уравнение нелинейного изгиба мембраны не имеет аналитического решения и ранее решалось 
приближенным графическим методом, поэтому была разработана методика определения толщины прямоугольной 
кремниевой мембраны тензопреобразователя с учетом нелинейного изгиба по критерию механической прочности 
путем решения уравнения прогиба мембраны численным методом в программе MathCad. Результаты. Разрабо-
тана методика, позволяющая рассчитывать толщину прямоугольной плоской мембраны кремниевого тензопреоб-
разователя давления, построена зависимость выходного напряжения мостовой схемы от приложенного давления с 
учетом линейного и нелинейного изгиба прямоугольной мембраны. Выводы. С использованием разработанной ме-
тодики определена погрешность нелинейности выходного сигнала при учете только линейного изгиба мембраны, 
показано, что данная погрешность составляет 3 %, что не соответствует современным требованиям, предъявляе-
мым к средствам измерения давления и требует разработки конструктивных решений по снижению данной по-
грешности.  

Ключевые слова: полупроводниковый преобразователь давления, прямоугольная кремниевая мембрана, тол-
щина мембраны, нелинейный изгиб, погрешность нелинейности 
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Abstract. Background. The sensing elements of semiconductor pressure transducers are traditionally made in the form 

of round and square membranes, while the use of other geometric shapes, for example, rectangular, allows you to reduce 
the dimensions while maintaining high sensitivity. The aim of the work is to study the effect of nonlinear bending of a 
rectangular membrane for piezoresistive transducer under the influence of measured pressure on the output signal and to 
determine the error of nonlinearity. Materials and methods. Existing methods for determining the membrane thickness of 
pressure transducers take into account only linear bending, and the well-known equation of nonlinear membrane bending 
has no analytical solution and was previously solved by an approximate graphical method, therefore, a method for deter-
mining the thickness of a rectangular silicon membrane of a strain gauge was developed taking into account nonlinear 
bending according to the criterion of mechanical strength by solving the membrane deflection equation numerically in 
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the MathCad program. Results. A technique has been developed to calculate the thickness of a rectangular flat membrane 
of a silicon pressure strain converter, and the dependence of the output voltage of the bridge circuit on the applied pres-
sure has been constructed, taking into account the linear and nonlinear bending of the rectangular membrane. Conclusions. 
Using the developed technique, the error of the nonlinearity of the output signal was determined when taking into account 
only the linear bending of the membrane, it was shown that this error is 3 %, which does not meet modern requirements 
for pressure measuring instruments and requires the development of constructive solutions to reduce this error. 
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Введение 

В полупроводниковых преобразователях давления (ППД) традиционно применяются чув-
ствительные элементы (ЧЭ) в виде круглых и квадратных плоских мембран, хотя современные 
микромеханические технологии позволяют изготавливать мембраны и других геометрических 
форм. В частности, прямоугольная мембрана с соотношением 2:1 при той же толщине и прило-
женном давлении имеет на 60 % большие значения радиальных и тангенциальных механиче-
ских напряжений, а следовательно, и большую чувствительность [1, 2]. При этом известно, что 
изгиб мембраны под действием давления является линейным только при малых значениях про-
гиба, не превышающих толщины самой мембраны. Поэтому актуальной является задача разра-
ботки методики определения толщины мембраны в условиях нелинейного изгиба, а также 
оценка погрешности нелинейности. 

Материалы и методы 

Теоретические положения для расчета напряженно-деформированного состояния прямо-
угольной мембраны изложены в работе [2], в которой показано, что экстремальные значения 
механических напряжений σx и σy наблюдаются в центре мембраны и в середине ее длинных 
сторон, а сдвиговое напряжение – в тех же точках τxy =  0 [2] (рис. 1). Этим объясняется тот факт, 
что в большинстве реализуемых на практике вариантов ППД с прямоугольной мембраной из 
монокристаллического кремния отмеченные точки характеризуются максимальными по вели-
чине значениями чувствительности размещенных в них тензорезисторов, объединенных в мо-
стовую схему [3].  

 

 
Рис. 1. Геометрические размеры прямоугольной мембраны 

 
Значения напряжений в этих точках связаны друг с другом следующими простыми соот-

ношениями: 
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где ν – коэффициент Пуассона [2]. 
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Пользуясь законом Гука, выразим теперь относительные удлинения xε  и yε  элемента в 

функции действующих на него нормальных напряжений: 
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где E – модуль упругости материала.  
Для того, чтобы мембрана сохранила при деформации непрерывность, необходимо, 

чтобы поперечная линейная деформация ее в направлении оси y была равна нулю [2].  
Для мембраны, которая находится под действием поперечно приложенного давления  

и растягивающей силы, направленной вдоль оси X и вызывающей деформацию срединной плос-
кости пластинки [2], необходимо учитывать нормальное напряжение и напряжение, обуслов-
ленное изгибом [2]. 

Уравнение кривой прогиба элементарной полоски мембраны будет иметь вид 
2

2 ,d wD M
dx

= −  (4) 

где величина D называется жесткостью пластинки при изгибе, или цилиндрической жесткостью: 
3
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Для жестко защемленной по краям мембраны изгиб пластинки сопровождается появле-
нием на ее краях растягивающих реактивных усилий S [2]. Эти реактивные силы зависят от 
величины прогиба и в свою очередь оказывают влияние на величину изгибающего момента. 

Если ввести обозначение  
2
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4
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то общее решение уравнения (4) может быть получено в следующем виде:  
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Определив постоянные интегрирования 1C  и 2C  из условий равенства нулю прогиба на 
концах полоски, а также с учетом выражения S  из формулы (6) и выражения D  из формулы (5), 
можно получить уравнение для вычисления параметра u  в окончательном виде [2]: 
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Радиальное и тангенциальное механические напряжения в серединах сторон мембраны  
с учетом нелинейного изгиба определяются выражениями на основе (1) и (2) [3]: 
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а параметр u определяется выражением (8). 
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Известные на данный момент методики определения параметра ψ  основаны на графиче-

ском определении параметра u, так как выражение (8) не имеет аналитического решения, по-
этому была разработана методика определения геометрических параметров прямоугольной 
мембраны, основанная на определении параметра u численным методом в программе MathCad. 

Методика определения толщины h в идее схемы алгоритма представлена на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Методика определения толщины мембраны 

 
Первоначально задаются геометрические размеры мембраны и свойства материала (мо-

дуль упругости и коэффициент Пуассона), с учетом того, что b = 2a, максимальное измеряемое 
давление Pmax и начальное значение толщины h. Далее для всего диапазона значений измеряе-
мого давления с заданным шагом определяются цилиндрическая жесткость, параметр u и нели-
нейный параметр ψ  по формулам (5), (8), (9)–(11). После этого проверяется условие превыше-
ния эквивалентного механического напряжения над допускаемым напряжением. Пока условие 
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выполняется, производится увеличение толщины h с заданным шагом. Как только условие пе-
рестает выполняться, это означает, что при соответствующем значении толщины выполняется 
условие прочности мембраны, далее соответствующее значение h выдается пользователю. 

Предложенная методика была реализована в виде программы в MathCad со следующими 
исходными данными: модуль упругости кремния E = 169 ГПа, коэффициент Пуассона кремния 
ν = 0,359, длина короткой стороны мембраны a = 2 мм, максимальное измеряемое давление  
Pmax = 100 кПа, допускаемое напряжение для кремния σдоп = 400 МПа. Рассчитанное по методике 
значение h = 36 мкм.  

Далее было рассчитано выходное напряжение при максимальном измеряемом давлении 
для случаев линейного и нелинейного изгиба мембраны. Для найденного значения h рассчиты-
вались значения механических напряжений по линейной теории для точек в серединах сторон 
мембраны [3–5]: 
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Для вычисления выходного сигнала мостовой схемы по линейной и нелинейной теории 
находим значение сопротивлений тензорезисторов при максимальном давлении (i = 1…4), где 
механические напряжения определяются выражениями (12), (13) [5–7]: 

( )0 1 ,i i l xi t yiR R= + π σ + π σ  (14) 

где lπ  и tπ  – продольный и поперечный коэффициенты тензочувствительности кремния, рав-
ные 71,8⋅10–11 Па–1 и минус 66,3⋅10–11 Па–1 соответственно. Механические напряжения для не-
линейного изгиба определяются по формулам (5), (8), (9)–(11).  

Находим линейный выходной сигнал: 

( )( )
1 4 2 3
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1 2 3 4

.l p
R R R RU U

R R R R
−=
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Далее находим нелинейный выходной сигнал выхnU , используя формулу (15), в которой 
сопротивления Ri находятся по формуле (14), а нелинейные механические напряжения опреде-
ляются по методике, изложенной выше (см. рис. 2). 

Далее задается номинальное значение сопротивления тензорезистора R0 = 1000 Ом и напря-
жение питания мостовой схемы Up = 1 В. Значение выходного сигнала при максимальном давле-
нии с учетом нелинейного изгиба и вычисленного по линейной теории представлено на рис. 3. 

 

P, Па 

Рис. 3. Выходной сигнал при максимальном давлении по линейной  
теории (пунктир) и по нелинейной теории (сплошная линия) 

U, В 
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Рассчитываем погрешность линейности выходного сигнала мостовой схемы, где индекс i 

перебирает весь диапазон измеряемого давления: 
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−
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Результаты и обсуждения 

Зависимость погрешности линейности выходного сигнала мостовой от измеряемого дав-
ления представлена на рис. 4. 

 

 P, Па 

Рис. 4. Зависимость погрешности линейности выходного сигнала от измеряемого давления 
 
Анализ рис. 4 показывает, что при увеличении измеряемого давления погрешность ли-

нейности сначала быстро возрастает, достигая максимального значения 3 % при значениях дав-
ления порядка 30 кПа, после чего плавно уменьшается до минус 0,6 % при максимальном изме-
ряемом давлении. Полученные значения погрешности говорят о том, что при создании точных 
средств измерений с основной погрешностью 1 % и менее необходимо учитывать нелинейность 
зависимости механического напряжения от приложенного давления. Задачей дальнейшего ис-
следования является изучение возможности снижения погрешности линейности при аппрокси-
мации выходного сигнала полиномом различных порядков. 
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