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Аннотация. Актуальность цели. Рассматривается метод синтеза аналого-цифровых фильтров замкнутого вида 

с линейной фазой и финитной импульсной весовой функцией. Их применение в многоканальных информационно-
измерительных системах обеспечивает минимальные фазовые искажения и высокую точность межканальной син-
хронизации измерительных сигналов. Материалы и методы. Рассмотрены вопросы синтеза передаточных функций 
аналого-цифровых фильтров замкнутого вида, имеющих линейную фазочастотную характеристику и финитную им-
пульсную весовую функцию. Новизна метода синтеза заключается в использовании элементов теории финитных 
функций для формализации необходимых и достаточных математических условий достижения этих характеристик. 
Рассмотрены варианты типовых звеньев, входящих в структуру аналого-цифровых фильтров замкнутого вида и ма-
тематические формулы, необходимые для расчета их передаточных функций. Результаты. Описаны этапы проек-
тирования аналого-цифровых фильтров с многопетлевой структурой замкнутого вида, финитной импульсной ве-
совой функцией и линейной фазочастотной характеристикой. Приведены примеры проектирования аналого-
цифровых фильтров замкнутого вида, относящихся к классу интегрирующих дискретизаторов. Приведены анали-
тические формулы и пример расчета коэффициентов передаточных функций интегрирующих дискретизаторов  
до четвертого порядка. Выводы. Теоретически доказано и проиллюстрировано, что при выполнении необходимых 
и достаточных математических условий аналого-цифровые фильтры замкнутого вида могут иметь линейную фазо-
частотную характеристику и финитную импульсную весовую функцию. Предложенный метод синтеза аналого-
цифровых фильтров может быть использован в качестве дополнения к существующим алгоритмам автоматизиро-
ванного проектирования аналоговых и цифровых фильтров. Практическая реализация фильтров перспективна на 
базе программируемых аналого-цифровых интегральных схем. 
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Abstract. Background. The article discusses a method for synthesizing closed-form analog-to-digital filters with linear 

phase and finite pulse weighting function. Their use in multichannel information-measuring systems ensures minimal 
phase distortion and high accuracy of interchannel synchronization of measuring signals. Materials and methods. The is-
sues of synthesizing transfer functions of closed-form analog-digital filters having a linear phase-frequency response and 
a finite pulse weighting function are considered. The novelty of the synthesis method lies in the use of elements of the 
theory of finite functions to formalize the necessary and sufficient mathematical conditions for achieving these character-
istics. Variants of typical links included in the structure of closed-type analog-digital filters and the mathematical formulas 
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necessary for calculating their transfer functions are considered. Results. The stages of designing analog-digital filters with 
a closed-loop multi-loop structure, a finite pulse weight function and a linear phase-frequency response are described. 
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В настоящее время для решения задачи контроля и наблюдения за множеством однотип-

ных объектов широко используются многоканальные информационно-измерительные системы. 
В многоканальных информационно-измерительных системах, на этапе аналого-цифровой 
фильтрации измерительных сигналов, необходимо обеспечивать высокую точность межканаль-
ной синхронизации измерительных сигналов и минимальные амплитудно-частотные и фазо- 
частотные искажения. Однако построение аналого-цифровых фильтров (АЦФ), вносящих  
в заданной полосе частот минимальные амплитудно-частотные и фазочастотные искажения, – 
достаточно сложная задача [1]. 

Минимизация канальных фазовых искажений обеспечивается путем использования циф-
ровых фильтров (ЦФ) с конечной (финитной) импульсной характеристикой (КИХ-фильтры), 
импульсная весовая функция которых обладает свойством центральной симметрии. Такие 
фильтры имеют линейную фазочастотную характеристику и не вносят фазовые искажения [2].  

Основную долю фазовых искажений в измерительные сигналы вносят аналоговые филь-
тры (АФ) в силу наличия полюсов в их передаточных функциях. Они имеют нелинейную фазо-
частотную характеристику и неограниченную по времени экспоненциально затухающую им-
пульсную весовую функцию. Для снижения фазовых искажений АФ применяют специальные 
фильтры высоких порядков, например фильтры Бесселя, что, однако, существенно усложняет 
техническую реализацию и вносит дополнительные инструментальные погрешности [3].  

Фазовые искажения, которые вносят рекурсивные АФ, частично могут быть уменьшены 
за счет введения в измерительный канал дополнительных корректирующих цифровых филь-
тров, что, однако, увеличивает групповое временное запаздывание измерительного сигнала [4]. 

Идеальным техническим решением задачи синтеза аналого-цифровых фильтров с линей-
ной фазочастотной характеристикой может быть получено за счет использования сложных 
АЦФ или аналого-дискретных фильтров (без промежуточного аналого-цифрового преобразо-
вания) со структурой замкнутого вида. Такие фильтры имеют замкнутую структуру и включают 
прямой канал аналого-цифрового (аналого-дискретного) преобразования и (дискретно-аналого-
вого) цифроаналоговый канал обратной связи [5]. Особенностью данного класса АЦФ является 
то, что при выполнении определенных математических условий они могут иметь симметрич-
ную финитную импульсную весовую функцию, которая обеспечивает линейность фазы. Дан-
ный класс АЦФ не получил широкого применения на практике в силу сложности адекватного 
математического описания процессов аналого-цифрового (аналого-дискретного) и цифро-ана-
логового (дискретно-аналогового) преобразования измерительного сигнала в замкнутой струк-
туре. Эти процессы описываются интегрально-разностными уравнениями, для которых нет об-
щих аналитических решений. В отличие от АФ и ЦФ передаточная функция данного класса 
АЦФ H(p,ep) имеет двойной аргумент: оператор дифференцирования p и оператор временного 
сдвига ep. Передаточная функция H(p, ep) определяется преобразованием Лапласа импульсной 
весовой функцией g(t) АЦФ:  

( ) { }, ( ) ,pH p e g t= L  (1) 

где L{.} – оператор преобразования Лапласа. 
Согласно теории аналитических финитных функций, для данного класса интегрально-

разностных уравнений существуют математические условия, при выполнении которых импуль-
сная весовая функция g(t) АЦФ будет финитна и центрально-симметрична [6]. 
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1. Условие финитности импульсной весовой функции g(t) передаточной функцией об-

щего вида H(p, ep): 
– каждому полюсу передаточной функции H(p) сопоставлен ноль передаточной функции 

H(ep): 

1( , ) ( ) ( ) ( )npp p p
n

n nn

H p e H p H e e e
p p

= = ⋅ −
−∏ ∏ , (2) 

где pn – координаты n-го полюса; npe  – координаты n-го нуля на комплексной плоскости. 
2. Условие центральной симметрии импульсной весовой функции gn(t) АЦФ с передаточ-

ной функцией Hn(p, ep):  
– все полюса pn передаточной функции Hn(p, ep) дуально симметричны в комплексной 

плоскости по отношению к мнимой оси координат: 

; ,n n n n n np x jy p x jy+ −= + = − +  

где xn, jyn – числовые значения координат полюсов. 
При выполнении этих двух условий передаточная функция общего вида (2) в мультипли-

кативной форме запишется как 

2 ( )( )( , ) .
( )( )

n np pp p
p np

n
n n n

e e e eH p e e
p p p p

+ −

−
+ −

− −=
− −∏  (3) 

В формулу (3) введен элемент задержки e–2np, поскольку импульсная весовая функция gn(t) 
должна начинаться с нулевого момента времени. 

Рассмотрим варианты типовых звеньев, входящих в структуру многопетлевых аналого-
цифровых фильтров. 

Апериодические звенья 

Полюса передаточной функции апериодических звеньев расположены симметрично на 
действительной оси координат: ;n n n np x p x+ −= = − : 

2
2

2 2
( ( ) 1)( , )

n nx xp p
p np

n
n n

e e e eH p e e
p x

−
− − + +=

−∏ . (4) 

Сделав замену в формуле (4) оператора p на комплексную частоту jω, получим фазоча-
стотную характеристику апериодических звеньев в общем виде: 

2
2

2 2 2 2
( ( ) 1) 2cos( ) ( )( )

n n n nx x x xj j
j n j n

n
n nn n

e e e e e eH j e e
x x

− −ω ω
− ω − ω− + + ω − +ω = =

ω + ω +∏ ∏ . (5) 

Колебательные звенья без потерь 

Полюса передаточной функции колебательных звеньев без потерь расположены симмет-
рично на мнимой оси координат ;n n n np jy p jy+ −= = − : 

2
2

2 2
2 cos( ) 1( , ) .

p p
p np

n
n n

e e yH p e e
p y

− − +=
+∏  (6) 

Фазочастотная характеристика Hn(jω): 

2 2
2cos( ) 2cos( )( ) j n

n
n n

yH j e
y

− ω ω −ω =
− ω∏ . (7) 

Интегрирующие звенья 

Полюса передаточной функции интегрирующих звеньев расположены на комплексной 
плоскости в нулевой точке осей координат pn = 0: 
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( )111( , ) ;

n
p

p n
n n

n

eeH p e e
p p

−
−

−−= =∏  (8) 

/2 sin( / 2)( ) .
/ 2

n
j n

nH j e− ω ωω =
ω

 (9) 

Если спектр входного сигнала ограничен частотой, не превышающей половину частоты 
дискретизации, то эффектом переноса частот можно пренебречь, что дает возможность опера-
тора аналогового сдвига ep формально заменить оператором цифрового сдвига z. После этой 
замены корректна следующая цепочка преобразований: 

{ ( )} ( , ) ( , ) ( ) ( )pg t H p e H p z H p H z  L . (10) 

Из формулы (10) следует, что передаточную функцию общего вида H(p, ep) может иметь 
АЦФ разомкнутого вида с передаточной функции H(p, z) = H(p)·H(z). Его структура представ-
лена на рис. 1 и состоит из АФ с передаточной функцией H(p), АЦП и ЦФ с передаточной функ-
цией H(z). 

 

 
Рис. 1. Структуры АЦФ разомкнутого вида 

 
При выполнении условия (2) импульсная весовая функция АЦФ (рис. 1) будет иметь ко-

нечную длительность по времени. Линейность фазочастотной характеристики будет иметь ме-
сто при выполнении второго условия (3) – полюса передаточной функции H(p) должны быть 
дуально симметричны в комплексной плоскости по отношению к мнимой оси координат. Из 
условия симметрии следует, что часть полюсов должна быть расположена в правой полуплос-
кости или на комплексной оси координат. Но из этого следует, что для части звеньев АЦФ не 
будут выполняться условия устойчивости. В качестве примера рассмотрим имитационную мо-
дель АЦФ интегрирующего дискретизатора (ИД) второго порядка, полюса которого располо-
жены в начале оси координат. Его передаточная функция согласно формуле (8): 

( )22 1
2 ( , ) ( ) ( ) 1 .H p z H p H z p z− −= = ⋅ −  (11) 

На рис. 2 приведена модель ИД второго порядка, реализованная в системе Matlab Sim-
ulink, и временные диаграммы ее работы. Здесь и далее по тексту в моделях, реализованных в 
системе Matlab Simulink, оператор интегрирования p–1 имеет обозначение s–1. 

 

 

 
Рис. 2. Модель интегрирующего дискретизатора второго порядка и временные диаграммы его работы 
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Из временных диаграмм видно, что переходной процесс на выходе ИД конечен и закан-

чивается за два такта, в то время как выходные сигналы интеграторов имеют неограниченную 
длительность. 

Таким образом, возникает задача обеспечения финитности импульсных весовых функций 
на уровне элементарных звеньев (в данном примере это интеграторы). Ее решением является 
переход от АЦФ со структурой разомкнутого вида к АЦФ с многопетлевой структурой замкну-
того вида. При топологическом преобразовании структуры АЦФ разомкнутого вида  
к структуре АЦФ замкнутого вида должно выполняться условие, что передаточная функция 
АЦФ замкнутого вида, пересчитанная к эквивалентному разомкнутому виду, должна совпадать 
с передаточной функцией исходного АЦФ разомкнутого вида. 

Рассмотрим основные этапы проектирования аналого-цифровых фильтров с многопетле-
вой структурой замкнутого вида с финитной импульсной весовой функцией и линейной фазо-
частотной характеристикой. 

На первом этапе задается передаточная функция H(p, z) = H(p)·H(z) АЦФ разомкнутого 
вида (рис.1), которая удовлетворяет заданным системным требованиям по фильтрации измери-
тельных сигналов. На этом этапе выбираются типовые звенья и находятся численные значения 
полюсов и нулей передаточной функции. 

На втором этапе по структуре АЦФ разомкнутого вида строится структура АЦФ замкну-
того вида путем введения многопетлевой обратной связи. Модель АЦФ с многопетлевой струк-
турой замкнутого вида в минимальном варианте (без ЦФ в прямом канале преобразования  
и в контуре обратной связи) приведена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Модель АЦФ с многопетлевой структурой замкнутого вида 

 
Общая передаточная функция общего вида по контуру обратной связи Rk(p, ep) в аналого-

дискретной форме находится как сумма передаточных функций по всем контурам обратной 
связи. Общим звеном в цепи обратной связи является ЦАП, который формирует ступенчатый 
аналоговый сигнал обратной связи. Его передаточная функция D(p, ep) = (1 – e–p)/p. С учетом 
этого получаем  

{ }
1

( , ) ( , ) ( ) ,
k

p p
k i i

i
R p e a D p e G p

=

= ⋅ ⋅  (13) 

где 1 2( ) ( ) ( ) .... ( ), ( , ) (1 ) /p p
i iG p H p H p H p D p e e p−= ⋅ ⋅ ⋅ = − . 
По контуру обратной связи происходит последовательное преобразование сигнала 

«цифра–аналог–цифра», следовательно, передаточную функцию по контуру обратной связи 
Rk(p, ep) необходимо привести к цифровому виду Rk(z). Для этого находим передаточную функ-
цию Rk(z) путем прямого Z преобразования от дискретной импульсной весовой функции gk*[n] 
по каналу обратной связи: Rk(z) = Z{gk*[n]}. Дискретная импульсная весовая функция gk*[n] 
определяется обратным преобразованием Лапласа от Rk(p,ep): gk*[n] = L–1{Rk(p, ep)}|t = n. Окон-
чательно получаем 

Rk(z) = Z{L–1{Rk(p,ep)}|t = n}. (14) 

Для расчета численных значений коэффициентов a1, a2, … ak в модели АЦФ с многопет-
левой структурой замкнутого вида необходимо, используя правило топологического преобра-
зования замкнутой структуры в эквивалентную разомкнутую структуру, использовать формулу 
и найти его передаточную функцию H*(p,z) в соответствие с рис.1: 
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1 2

* 0 1 2
1 2

1 2

( ) ...( , ) ( ) *( ) ( )
1 ( ) 1 ...

k
k k

k k k k
k k

H p z z zH p z H p H z H p
R z z z z

− − −

− − −

 μ + μ + μ + + μ= = =  − + β + β + + β 
. (15) 

Из условия того, что цифровая часть H*(z) передаточной функции АЦФ не должна содер-
жать полюса, следует, что все коэффициенты β должны быть равны нулю. Это условие позво-
ляет найти численные значения коэффициентов a1, a2, …, ak в модели АЦФ с многопетлевой 
структурой замкнутого вида (см. рис. 3). Необходимо составить и решить систему из k уравне-
ний, которые функционально связывают коэффициенты β передаточной функции H*(p, z) с ко-
эффициентами a1, a2, … ak модели АЦФ с многопетлевой структурой замкнутого вида рис. 3. 

Рассмотрим пример расчета АЦФ с многопетлевой структурой замкнутого вида относя-
щегося к классу интегрирующих дискретизаторов с передаточной функцией (8). 

Ниже, в табл. 1, приведены формулы передаточных функций по контуру обратной связи 
Rk(z), полученные по формуле (14) до четвертого порядка (k = 1, 2, …4). Для более компактной 
записи формулы передаточных функций Rk(z) приведены в рекурсивном виде. 

Таблица 1  

Передаточная функции контура обратной связи общего вида Rk(p,ep)  
и ее эквивалентная цифровая форма Rk(z) 
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На следующем шаге после подстановки Rk(z) в формулу (15) рассчитывается передаточ-

ная функция Hk*(z), находятся функции 1 0 1 1( , ... ) ...k k ka a c c a c aβ = + + +  в виде систем из k урав-
нений и их решения из условия β1 = β2 = … βk = 0 (табл. 2).  

Таблица 2  

Системы k уравнений 1 0 1 1( , ... ) ...k k ka a c c a c aβ = + + +  и их решения из условия β1 = β2 = … βk = 0 

k 1 0 1 1( , ... ) ...k k ka a c c a c aβ = + + +  a1, a2, … ak 
β1 = β2 = … βk = 0 

1 { 1 11 aβ = +  { 1 1a = −  
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В качестве примера моделирования на рис. 4 приведена модель ИД замкнутой многопет-

левой структуры ИД второго порядка и временные диаграммы ее работы. Значения коэффици-
ентов a1 и a2 взяты из табл. 2. 

 

 

 
Рис. 4. Модель ИД замкнутой многопетлевой структуры  
второго порядка и временные диаграммы ее работы 

 
Из сопоставления временных диаграмм рис. 2 и 4 очевидно, что, сохраняя свойство фи-

нитности и симметрии импульсной весовой функции «вход-выход», в варианте ИД с замкнутой 
многопетлевой структурой выходной сигнал каждого звена интегрирования финитен и закан-
чивается за два такта преобразования. 

Описанные выше этапы проектирования и основные математические формулы, положен-
ные в основу метода синтеза аналого-цифровых фильтров замкнутого вида с линейной фазой и 
финитной импульсной весовой функцией, носят достаточно общий характер. Они могут быть 
использованы в качестве дополнения к существующим алгоритмам автоматизированного про-
ектирования аналоговых и цифровых фильтров на базе современных программируемых ана-
лого-цифровых интегральных схем, которые имеют в своем составе весь набор аналого-цифро-
вых элементов и элементов программного управления, необходимых для реализации сложных 
аналого-цифровых фильтров со структурой замкнутого вида [7]. Это дает возможность широ-
кого применения данного класса АЦФ в современных многоканальных информационно-изме-
рительных системах. 
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