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Аннотация. Актуальность и цели. Актуальность темы работы обусловлена необходимостью нахождения точ-

ной оценки обратной функции преобразования адаптивных и интеллектуальных средств измерений в процессе их 
калибровки и проведения измерений. Целью работы является рассмотрение особенностей синтеза обратного 
оператора статической структурно-избыточной измерительной системы (СИИС) при проведении предвари-
тельных метрологических испытаний (МИ) СИИС с заданной точностью при воздействии на измерительную си-
стему различного рода дестабилизирующих факторов. Материалы и методы. Рассмотрены необходимые и доста-
точные условия синтеза обратного оператора статической СИИС в явном виде. Результаты. Показано, что 
синтез обратного оператора статической СИИС с заданной точностью в процессе предварительных МИ являет-
ся квазиоптимальной процедурой по сравнению с синтезом прямого оператора из-за неопределенности и «не-
стандартности» области его определения. Предложена квазиоптимальная процедура идентификации обратного 
оператора СИИС, позволяющая с помощью предварительного расчета введенного коэффициента квазиоптималь-
ности для конкретного типа измерительных систем (ИС) решить задачу минимизации затрат на МИ при построе-
нии обратного оператора статической СИИС с заданной точностью и в полной мере использовать методы теории 
оптимального эксперимента. Выводы. Учет квазиоптимальности процедуры синтеза обратного оператора СИИС  
с помощью введенного коэффициента позволяет для конкретного типа ИС выбрать достаточно эффективную про-
цедуру идентификации в смысле минимизации максимальной или средней дисперсии оценки измеряемой величины 
(критериев G- или Q-оптимальности), а также планировать МИ в «стандартной» области в виде n-мерного гипер-
куба. 

Ключевые слова: обратный оператор, структурная избыточность, инвариантность, дестабилизирующие фак-
торы, квазиоптимальность 

Для цитирования: Козырев Г. И., Усиков В. Д. Особенности синтеза обратного оператора статической 
структурно-избыточной измерительной системы // Измерения. Мониторинг. Управление. Контроль. 2021. № 4. 
С. 5–12. doi:10.21685/2307-5538-2021-4-1 

 

FEATURES OF SYNTHESIS OF REVERSE OPERATOR OF STATIC 
STRUCTURALLY REDUNDANT MEASURING SYSTEM 

G.I. Kozyrev1, V.D. Usikov2 
1, 2 Мilitary Space Academy named after A. F. Mozhaisky, St. Petersburg, Russia 

1, 2 vka@mil.ru 

ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ  
И УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ 

INFORMATION-MEASURING  
AND CONTROL SYSTEMS 

© Козырев Г. И., Усиков В. Д., 2021. Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 License / This work is licensed under  
a Creative Commons Attribution 4.0 License. 



Измерение. Мониторинг. Управление. Контроль. 2021. № 4 

 

6 
Abstract. Background. The relevance of the topic of work is due to the need to find an accurate assessment of the 

inverse function of converting adaptive and intelligent measuring instruments during their calibration and 
measurement. The purpose of the work is to consider the characteristics of the synthesis of the reverse operator of the 
static structural excess measuring system when conducting preliminary metrological tests with a given accuracy when 
exposing the measuring system to various kinds of destabilizing factors. Materials and methods. The necessary and 
sufficient conditions of synthesis of the inverse operator of the static structure-redundant measuring system in explicit 
form are considered. Results. It is shown that the synthesis of the inverse operator of the static structure-redundant 
measuring system with a given accuracy in the process of preliminary metrological tests is a quasi-optimal procedure 
compared to the synthesis of the direct operator due to uncertainty and «non-standard» area of its definition. A quasi-
optimal procedure for identifying the inverse operator of a structurally redundant measurement system is proposed, 
which allows, using a preliminary calculation of the introduced quasi-optimal coefficient for a particular type of 
measurement system, to solve the problem of minimizing the costs of metrological tests when constructing the inverse 
operator of a static structurally redundant measurement system with a given accuracy and fully use methods of optimal 
experiment theory. Conclusions. Taking into account the quasi-optimality of the procedure for synthesizing the inverse 
operator of a structurally redundant measuring system using the introduced coefficient allows for a specific type of 
measuring system to choose a sufficiently effective identification procedure in the sense of minimizing the maximum or 
average variance of the estimate of the measured value (G- or Q-optimality criteria), as well as to plan metrological tests 
in the «standard» area in the form of an n-dimensional hypercube. 
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Введение 

Как показывает практика, одними из основных факторов, затрудняющих принятие до-
стоверных диагностических решений и, следовательно, выработку управляющих воздействий, 
являются систематические погрешности измерительных трактов, имеющие, как правило, 
спектр более низкий, нежели спектр входного сигнала, или совпадающий с ним.  

Одной из важнейших причин возникновения систематических погрешностей измери-
тельных трактов является влияние различного рода дестабилизирующих факторов (ДФ), кото-
рые в наибольшей степени воздействуют на первичные элементы измерительной системы 
(ИС) – измерительные преобразователи или датчики. Влияние ДФ приводит со временем к по-
явлению скрытых (метрологических) отказов, проявляющихся в постепенном ухудшении точ-
ностных характеристик ИС выходящих в ряде случаев за пределы допустимых значений. Это, 
в свою очередь, влечет за собой получение неправильных результатов измерений и в зависи-
мости от места применения ИС, может привести к непредсказуемым последствиям.  

Известны два пути обеспечения требуемых точностных характеристик ИС при воздей-
ствии на них в процессе эксплуатации различного рода ДФ [1]: 

1) конструктивно-технологический, связанный с применением более стабильных мате-
риалов, совершенствованием конструкций и технологий изготовления, экранированием, тер-
мостатированием и т.п.; 

2) структурный, основанный на совершенствовании структуры ИС. 
В структурных схемах ИС при более глубоком рассмотрении можно установить наличие 

двух и более каналов (пространственных или временных) передачи возмущений или ДФ в ИС. 
Наличие дополнительных каналов в ИС для компенсации ДФ позволяет подойти к их синтезу 
и анализу с позиций теории инвариантности, развитой применительно к системам автоматиче-
ского управления и регулирования. Критерий абсолютной инвариантности ИС относительно 
действующего на нее ДФ можно сформулировать следующим образом: необходимым (но не 
достаточным) условием реализации абсолютно инвариантной системы является наличие  
в схеме ИС по меньшей мере двух каналов передачи возмущающего воздействия между точ-
кой его приложения и точкой, относительно которой достигается инвариантность, – принцип 
многоканальности или принцип двухканальности Б. Н. Петрова [2]. Достаточные же условия 
физической реализуемости связаны с фактической выполнимостью требований абсолютной 
инвариантности с помощью устройств, состоящих только из физически реализуемых звеньев. 
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Процедура получения результата измерения с помощью ИС предполагает проведение 

двух основных последовательных преобразований: прямого : ( ) ( ),F x t y t→  в ходе которого 
система F отображает входной сигнал x(t) в промежуточный результат y(t), и обратного 

ˆ: ( ) ( ),G y t x t→  называемого восстановлением сигнала. 
Преобразование F носит физический характер G, как правило, чисто вычислительный.  
Очевидно, что как при проведении измерений в процессе эксплуатации ИС, так и в про-

цессе калибровки ИС основной проблемой является как можно более точное определение об-
ратного оператора ИС [3] с учетом воздействия совокупности ДФ. 

Задачей данной статьи является рассмотрение особенностей синтеза обратного операто-
ра статической структурно-избыточной ИС (СИИС) при проведении предварительных метро-
логических испытаний (МИ) СИИС и дальнейшего процесса измерений с заданной точностью 
при воздействии на ИС различного рода ДФ.  

Предварительные замечания 

Согласно принципу многоканальности для синтеза ИС, инвариантной относительно (n – 1) 
ДФ, необходимо создание не менее (n – 1) дополнительных каналов их передачи в рамках еди-
ной структуры ИС. В этом случае прямой оператор, описывающий статическую структурно-
избыточную ИС, можно представить в виде 

( ),n n nY F X< > < > < >=   (1) 

где 1,...,
T
n nY y y< > =< >  – n-мерный  вектор выходных сигналов СИИС; 1,...,

T
n nF f f< > =< >  –  

n-мерный вектор нелинейных в общем случае функций, описывающих отдельные измеритель-
ные каналы СИИС; 1,...,

T
n nX x x< > =< >  – n-мерный вектор входных воздействий, причем x1 

представляет собой измеряемое воздействие, 2 ,..., nx x  – возмущения или ДФ; T – знак транс-
понирования. 

Как показано в работе [2], необходимым условием для достижения абсолютной инвари-
антности ИС относительно (n – 1) ДФ является неравенство нулю функционального определи-
теля системы (1) 

1

1

( ,..., ) 0.
( ,..., )

n

n

y y
x x

∂ ≠
∂

  (2) 

Выражение (2) требует наличия асимметрии в измерительных каналах СИИС. 
Достаточные же условия физической реализуемости связаны с фактической выполнимо-

стью требований инвариантности с помощью устройств, состоящих только из физически реа-
лизуемых звеньев. Для статических ИС указанные требования заключаются лишь в возможно-
сти реализации того или иного функционального преобразования ( )i nf X< > . 

Потребителя, который имеет в своем распоряжении только вектор выходных измеряе-
мых величин nY< > , в конечном итоге интересует оценка вектора входных воздействий во всей 
области изменения вектора выхода yY ∈Ω , т.е. обратный оператор СИИС 

( )n n nX G Y< > < > < >= ,               (3) 

где 1,...,
T
n nG g g< > =< >  – n-мерный вектор нелинейных в общем случае функций либо 

1 1 1 2( ,..., )x g y y= ,         (4) 

если требуется информация только об основном измеряемом воздействии. 
Получить выражения (3) или (4) в явном виде для оценки входных воздействий, если 

прямой оператор СИИС (1) представляет собой систему нелинейных уравнений, в общем слу-
чае не удается, так как не существует прямых методов решения систем нелинейных уравнений 
и применяются итерационные методы с известной проблемой начального приближения и гро-
моздкостью вычислений [4]. Поэтому построение обратного оператора СИИС в области YΩ  
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для частных случаев системы (1), если выражения (3) или (4) представляют собой простые за-
висимости, например в виде полиномов, позволяют резко сократить вычислительные затраты 
по получению оценок входных воздействий с заданной точностью, но при этом накладывают 
специфические особенности: 

а) на синтез многоканальных измерителей; 
б) на методику проведения МИ СИИС и алгоритм обработки экспериментальных дан-

ных в процессе идентификации СИИС. 
Рассмотрим эти особенности подробнее. 

Условия синтеза обратного оператора статической СИИС в явном виде 

Для того, чтобы построить обратный оператор СИИС в явном виде, необходимо, чтобы 
ее прямой оператор F представлял собой биекцию, т.е. являлся взаимно-однозначным отобра-
жением :F X Y→  [5]. 

Применительно к выражению (1) это означает, что синтез СИИС должен производиться 
таким образом, чтобы система нелинейных уравнений, с помощью которой описывается ее 
прямой оператор F, имела только одно решение во всей области изменения вектора входных 
переменных XX ∈Ω . 

Первым необходимым условием при этом является неравенство (2). 
Вторым условием осуществления построения обратного оператора СИИС в явном виде 

является отсутствие более одного решения системы (1) в области XΩ . Учитывая, что функции 
преобразования реальных статических ИС хорошо описываются плавными дифференцируе-
мыми функциями, для проверки биективности оператора F в области XΩ  с вычислительной 
точки зрения удобно воспользоваться условиями единственности решения системы нелиней-
ных уравнений (1) методом Ньютона или итераций [6]. 

Для повышения точности оценки вектора входных переменных Х необходимо стремить-
ся к максимуму якобиана системы (1) в точке ее решения Х*. С геометрической точки зрения 
это означает, что угол пересечения эквипотенциальных кривых const, ( 1, )iy i n= =  в точке 

*
XX ∈ Ω  должен быть близок к 90°. Для двухканальной СИИС подобный случай изображен на 

рис. 1, где 1min 1max 2min 2max[ ; ]X x x x xΩ = ÷ ÷ . 
 

 
Рис. 1. Эквипотенциальные кривые выходных сигналов СИИС  

с максимальной асимметрией измерительных каналов 
 
Если в процессе синтеза СИИС не удалось достигнуть биективности оператора F во 

всей области XΩ , то целесообразно выделить подобласти X X′Ω ⊂ Ω , где сохраняется взаимо-
однозначность и возможно построение обратного оператора, либо просто сузить область 
определения F (рис. 2). 

Здесь 1min 1max 2min 2max[ ; ]X x x x x′ ′Ω = ÷ ÷ . 

x2

x1
x1 max

x2 max

x1 min

x2 min

y2=const

y1=const

=900

=900~
~

ΩX
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Рис. 2. Сужение области определения прямого оператора СИИС для достижения однозначного решения 

Особенности проведения МИ и обработки экспериментальных  
данных при идентификации СИИС с заданной точностью  

Отличительным признаком оценивания прямого F и обратного G операторов СИИС  
в процессе идентификации являются различия в области их определения. 

Областью определения прямого оператора СИИС является пространство XΩ  вектора 
входных независимых переменных X, которое известно или задано и обычно представляется 
при нормированных xi в виде n-мерного гиперкуба н1 1ix− ≤ ≤ , где 

max min
н

max min

( ) / 2
( ) / 2

i i i
i

i i

x x xx
x x

− +=
−

,   1,i n= .               (5) 

С точки зрения теории планирования эксперимента пространство XΩ  является стан-
дартным, для которого разработаны эффективные процедуры активной идентификации [7]. 

Обратный же оператор G ИС определен в пространстве YΩ   выходных зависимых вели-
чин Y, которое зачастую априори неизвестно и не может выступать в качестве области плани-
рования МИ. К тому же из-за нелинейности прямого оператора F пространство XΩ  является 
«нестандартным», т.е. его нельзя представить в виде n-мерного гиперкуба. 

Указанные обстоятельства значительно затрудняют процесс нахождения обратного опе-
ратора ИС. В общем случае построить инверсную модель ИС оптимальным образом в смысле 
минимизации затрат при заданной точности или максимизации точности идентификации при 
заданных затратах даже при известном виде оператора G, но неизвестной области его опреде-
ления невозможно. Поэтому в дальнейшем речь пойдет о квазиоптимальной процедуре прове-
дения МИ в процессе синтеза обратного оператора СИИС.  

Учитывая малую нелинейность оператора F для реальных ИС, процесс МИ планируется 
оптимальным образом в смысле выбранного критерия в пространстве XΩ  для обратного опе-
ратора заданной сложности. Результаты МИ при нахождении оценки обратного оператора G, 
определенного на YΩ , обрабатываются с помощью известных методов, применяемых при пас-
сивном эксперименте [8]. Оценка обратного оператора является в этом случае приближением  
в метрике L2 n-мерного пространства YΩ  к экспериментальным данным, полученным в процес-
се МИ. Замена априорно неизвестной «нестандартной» области YΩ  планирования МИ на стан-
дартную область XΩ  при нахождении инверсной модели СИИС отражает квазиоптимальность 
предложенной процедуры, что можно выразить через коэффициент квазиоптимальности K. 

Представим обратный оператор nG< >  СИИС в параметрическом виде 

[ , ]( ) ( )T
n n n n p p nX G Y R Y< > < > < > < > < >= = Β ,      (6) 

где [ , ]
T
n pΒ  –  транспонированная матрица оцениваемых параметров, соответствующая n изме-

рительным каналам СИИС; pR< > ( )nY< >  – вектор известных базисных функций, которые с уче-

x2

x1
x1 max

x2 max

x1 min

x2 min

y2=const y1=const

ΩXx2 max

ΩX



Измерение. Мониторинг. Управление. Контроль. 2021. № 4 

 

10 
том плавности и монотонности статических характеристик СИИС имеют, как правило, поли-
номиальный вид. 

Тогда при оценивании матрицы [ , ]n pΒ  по методу наименьших квадратов (МНК) диспер-
сия оценки воздействия х по модели (6) будет равна [9] 

2
ˆ

1( ) ( ) ( ) ( ),
( )

T
x Y R Y U B R Y

K Y
σ =          (7) 

где ( )U B  – дисперсионно-ковариационная  матрица МНК – оценок вектора-столбца 

[ ,1] [ ]p pB B=  для полезного воздействия 1x x= ; ( ) 1K Y ≤  – коэффициент квазиоптимальности, 
который рассчитывается для конкретного типа ИС по результатам МИ одной или нескольких 
ИС данного типа.  

Как видно из формулы (7), величина 2
ˆ ( )x Yσ  зависит от значений вектора nY< > . Для того, 

чтобы избежать подобного влияния, в качестве показателей точности инверсной модели ИС 
выберем максимальную max

2
x̂

σ  или среднюю 2
ˆсрx

σ  дисперсии оценки величины х по модели (6): 

max max
2 2 2

ˆ maxˆ ˆmax ( ) (1/ )xx y
Y Kσ = σ = σ ,               (8) 

ср ср
2 2 2

ˆˆ ˆ

1 ( ) (1/ )
Y Y

x срx y
Y dY K

VΩ Ω

σ = σ = σ ,   (9) 

где max
2
x̂

σ , cp
2
x̂

σ  – максимальная и средняя дисперсии оценки величины х по модели (6) при 
условии использования «стандартной» области  планирования эксперимента; max

2
ŷ

σ , cp
2
ŷ

σ  – 
максимальная и средняя дисперсии оценки величины 1y y=  в рамках модели 1 1 1( ,..., )ny f x x=  
для основного измерительного канала; 

Y
VΩ  – объем области YΩ . 

Таким образом, учет квазиоптимальности процедуры синтеза обратного оператора СИИС 
с помощью коэффициентов maxK  и срK  позволяет для конкретного типа ИС выбрать наиболее 
эффективную процедуру идентификации в смысле минимизации выражений (8) или (9) (крите-
риев G- или Q-оптимальности), а также планировать МИ в «стандартной» области XΩ . 

Так как в пределах конкретного типа ИС коэффициенты квазиоптимальности maxK  или 

срK  есть величины примерно постоянные (учитывая единую технологию ИС), то предвари-
тельный их расчет позволяет для решения задачи минимизации затрат на МИ при построении 
обратного  оператора СИИС с заданной точностью в полной мере использовать методы тео-
рии оптимального эксперимента. 

В процессе исследований были проведены МИ модифицированных (с асимметричными 
каналами) двухканальных тензометрических датчиков давления типа Вт-232 в диапазоне из-
меряемых давлений 0 2÷  МПа и рабочих температур 60 90− ÷ °С. По результатам МИ с по-
мощью ЭВМ был произведен расчет коэффициентов квазиоптимальности maxK  или срK . Ре-
зультаты расчетов приведены в табл. 1. 

Таблица 1 
Значения коэффициентов квазиоптимальности 

Номер 
датчика 003 030 027 

948 
(с питанием 
от ист. тока) 

948 
(с питанием  

от ист. напряжения) 
maxK  0,688 0,723 0,721 0,944 0,874 
срK  0,654 0,676 0,663 0,774 0,722 
 
Как видно из табл. 1, «нестандартность» области YΩ  по причине зависимости вектора 

предикторных переменных Y снижает точность оценки измеряемой величины х по сравнению 
с оптимальной процедурой идентификации при независимых компонентах вектора предик-
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торных переменных и известной «стандартной» области их определения. Указанное обстоя-
тельство обязательно следует учитывать на этапе проведения предварительных МИ в услови-
ях синтеза обратного оператора СИИС с наперед заданной точностью. 

Заключение 
Планирование МИ при нахождении обратного оператора статической СИИС является 

квазиоптимальной процедурой из-за неопределенности и «нестандартности» области опреде-
ления YΩ  обратного оператора. Учет квазиоптимальности процедуры синтеза обратного опе-
ратора СИИС позволяет для конкретного типа ИС выбрать наиболее эффективную процедуру 
идентификации в смысле G- или Q-критериев, а также планировать МИ в «стандартной» обла-
сти в виде n-мерного гиперкуба.  
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