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Аннотация. Актуальность и цели. Использование математики в сфере экологической безопасности имеет дав-

ние корни. Наиболее известной математической моделью в экологии является модель Лотки – Вольтерра, описы-
вающая взаимоотношения между хищником и жертвой в естественной экосистеме. Авторами предложена усовер-
шенствованная трехэлементная модель Лотки – Вольтерра, учитывающая взаимодействие трех элементов 
территориальной техносферы: человека, окружающей среды и объекта техносферы. Целью исследования является 
проверка адекватности усовершенствованной модели Лотки – Вольтерра процессу взаимодействия элементов в 
территориальной техносфере. Проверка адекватности модели формулируется как задача проверки предположения  
о том, что значение отклика модели отличается от реального отклика системы не более чем на заданную величину. 
Объектом исследования является усовершенствованная модель Лотки – Вольтерра, учитывающая взаимодействие 
человека, окружающей среды и объекта техносферы. Материалы и методы. Исследование проведено с использо-
ванием комплексного системного подхода и методов анализа и синтеза, группировки и обобщения. Результаты. 
Из всех проанализированных критериев адекватности модели существует критерий согласия c2 Пирсона, критерий 
Смирнова – Колмогорова, критерий Фишера (Фишера – Снедекора), наиболее предпочтительным является кри-
терий Фишера, так как подходит для сравнения очень малых выборок, бывает односторонним и двусторонним.  
Выводы. Усовершенствованная математическая модель Лотки – Вольтерра, описывающая взаимодействие элемен-
тов в территориальной техносфере, адекватно отображает состояние территориальной техносферы при прогнози-
ровании и по абсолютным значениям факторов риска. 

Ключевые слова: математическая модель, уравнение Лотки – Вольтерра, моделирование, прогнозирование, 
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Abstract. Background. The use of mathematics in the field of environmental safety has long roots. The most famous 

mathematical model in ecology is the Lotka – Volterra model, which describes the relationship between predator and 
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prey in a natural ecosystem. The authors proposed an improved three-element Lotka – Volterra model that takes into 
account the interaction of three elements of the territorial technosphere: a person, the environment, and an object of the 
technosphere. The aim of the study is to test the adequacy of the improved Lotka – Volterra model to the process of 
interaction of elements in the territorial technosphere. Model adequacy testing is formulated as the task of testing the 
assumption that the value of the model response differs from the real response of the system by no more than a given 
value. The object of the study is the improved Lotka – Volterra model, which takes into account the interaction of man, 
the environment and the object of the technosphere. Materials and methods. The study was carried out using an integrated 
systematic approach and methods of analysis and synthesis, grouping and generalization. Results. Of all the analyzed cri-
teria for the adequacy of the model, there is Pearson's с2 goodness-of-fit test, Smirnov – Kolmogorov's test, Fisher's 
(Fischer – Snedekor's) test, Fisher's test is the most preferable, since it is suitable for comparing very small samples, it can 
be one-sided and two-sided. Conclusions. The improved Lotka – Volterra mathematical model describing the interaction 
of elements in the territorial technosphere adequately reflects the state of the territorial technosphere in forecasting and 
in terms of the absolute values of risk factors. 
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Постановка проблемы 
Использование математики в сфере экологической безопасности имеет давние корни. 

Уже в пятидесятых годах двадцатого века основоположник современной экологии Ю. Одум  
в работе [1] доказал важность и необходимость применения математического моделирования в 
области экологии, охраны окружающей среды и использования природных ресурсов. 

Математическое моделирование требовалось для получения данных о динамике измене-
ния исследуемых природных объектов под воздействием объектов техносферы. Получение экс-
периментальных данных об этих объектах затруднено из-за растянутости во времени базовых 
процессов, их труднодоступности, опасности для персонала, проводящего исследования, в не-
которых случаях вообще невозможности проведения натурных экспериментов, например, при 
исследовании воздействия химического загрязнения окружающей среды на здоровье человека. 

Полученные в результате математического моделирования данные необходимы для про-
гнозирования изменения состояния территориальной техносферы и обоснованного принятия 
хозяйственных решений. 

Наиболее известной математической моделью в экологии является модель Лотки – Воль-
терра, описывающая взаимоотношения между хищником и жертвой в естественной экосистеме. 
Несмотря на ее первоначальную узкую направленность, с течением времени ее стали широко 
применять в различных областях науки [2]. 

Авторами предложена усовершенствованная трехэлементная модель Лотки – Вольтерра, 
учитывающая взаимодействие трех элементов территориальной техносферы: человека, окружа-
ющей среды и объекта техносферы [3, 4]. 

Предложенная модель использована для моделирования и прогнозирования изменения 
экологического благополучия человека в территориальной техносфере. Она позволяет ком-
плексно оценить динамику процессов взаимодействия элементов в территориальной техно-
сфере, понять, необходимо ли осуществлять корректирующие мероприятия (лечебно-профи-
лактические, природоохранные, технологические). Для имитационного моделирования авторы 
использовали пакет MatLab/Simulink.  

Качество любой математической модели оценивается величиной расхождений на участке 
аппроксимации (построения модели) между фактическими и расчетными значениями и опреде-
ляется ее адекватностью исследуемому процессу и характеризуется наличием определенных 
статистических свойств.  

Целью исследования является проверка адекватности усовершенствованной модели 
Лотки – Вольтерра процессу взаимодействия элементов в территориальной техносфере. 

Проверка адекватности модели формулируется как задача проверки предположения  
о том, что значение отклика модели отличается от реального отклика системы не более чем  
на заданную величину. 

Объектом исследования является усовершенствованная модель Лотки – Вольтерра, учи-
тывающая взаимодействие человека, окружающей среды и объекта техносферы. 

Исследование проведено с использованием комплексного системного подхода и методов 
анализа и синтеза, группировки и обобщения. 
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Материалы и методы 

Перед началом использования разработанной математической модели необходимо убе-
диться в том, что она соответствует описываемому ею объекту, процессу или явлению, т.е. мас-
сив данных, полученных при исследовании модели, будет незначительно отличаться от данных, 
полученных при экспериментальном исследовании.  

Исследование новой математической модели проводят сравнением данных, полученных 
на модели, с данными натурных экспериментов или данными, полученными на уже существу-
ющих математических моделях, хорошо зарекомендовавших себя в процессе исследования. Эти 
способы проверки математической модели называют проверкой экспериментом (первый вари-
ант) и проверкой тестированием (второй вариант). 

Адекватность математической модели характеризуется ее соответствием моделируемому 
объекту, процессу или явлению. Но в этом случае имеется в виду не абсолютное соответствие 
свойств модели и объекта, соответствие по выбранному свойству или совокупности свойств 
являющихся важным. Чаще всего таким свойством выбирают точность и задают для нее гра-
ничные значения. Под точностью понимают степень совпадения значений выходных парамет-
ров математической модели и моделируемого объекта. 

Общеизвестно, что точность зависит от условий, в которых находится исследуемый объ-
ект, т.е. от условий внешней среды. В этой внешней среде, характеризуемой совокупностью 
параметров, необходимо выделить область, в которой математическая модель будет считаться 
адекватной и погрешность меньше заданной. 

Нахождение этой области по одному или по совокупности параметров, с одной стороны, – 
сложная процедура, требующая больших вычислительных затрат. С другой стороны, разрабо-
тано большое количество математических методов, позволяющих определить адекватность ма-
тематических моделей. 

При наличии достоверных данных (экспериментальных или расчетных) проверку адек-
ватности новой математической модели можно провести, используя методы математической 
статистики [5]. Для достижения цели – оценки адекватности математической модели – необхо-
димо определить, на какую величину отличаются данные, полученные с использованием новой 
математической модели mW , от данных, полученных в ходе натурного эксперимента W. Чаще 
всего это значение *ε  задается для каждой модели. И задача оценки адекватности математиче-
ской модели определяется следующим образом: 

( ) *.mW x W− = ε ≤ ε  (1) 

Но данные натурного эксперимента W  не предсказуемы из-за наличия большого количе-
ства факторов, действующих во внешней среде. Они могут изменяться из-за неконтролируе-
мого дрейфа параметров исследуемого объекта, разброса характеристик его элементов, ошибок 
измерения и отличаться от W. Поэтому при сравнении результатов математического моделиро-
вания и натурного эксперимента будет получено множество значений { }iε , зависящее от ком-
плекса случайных величин  

( ) ( )i mi iW x W x− = ε , (2) 

где i  – количество данных, изменяющееся от 1 до n , среди которых будут значения * iε >ε , * iε <ε  
и * iε = ε . 

Для выяснения причин возникновения и значимости этих отклонений, используя множе-
ство значений { }iε , рассчитывают статистические критерии для оценки адекватности матема-
тической модели. 

При оценке адекватности математической модели рассматривают две взаимоисключаю-
щие гипотезы 0Н  и 1Н . Гипотеза 0Н  – это утверждение, что математическая модель адекватна 
исследуемому объекту при заданных условиях. Гипотеза 1Н , соответственно, является альтер-
нативной.  

Исходя из того, что множество { }iε  случайно, подтверждение истинности каждой из ги-
потез имеет вероятностный характер. И при анализе результатов можно допустить ошибку и 
выбрать неправильную модель или отказаться от истинной. Вероятность ошибочного отказа от 
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истинной модели обозначают а, вероятность ошибочного принятия неправильной модели – b . 
Эти вероятности имеют обратную зависимость, но в любом случае их необходимо минимизи-
ровать. При проверке адекватности модели параметр  a  выбирают из множества значений 

{ }  0,05; 0,01; 0,005; 0,001a =  и при этом во всех случаях правильная математическая модель от-
вергается. 

Параметр 1– b  показывает вероятность неиспользования неадекватной математической 
модели и его называют мощностью критерия адекватности, так как он является мерой его эф-
фективности. 

Для оценки адекватности модели взаимодействия элементов территориальной техно-
сферы могут быть использованы хорошо известные и зарекомендовавшие себя математические 
способы.  

К ним относят критерии Пирсона ( 2c ), Смирнова – Колмогорова ( λ ), Фишера (Фишера – 
Снедекора) ( )F  [5]. 

Каждый из этих критериев имеет свою область применения и именно в ней дает хорошие 
результаты. 

По критерию 2c  Пирсона адекватность математической модели исследуемой системе 
определяют с заданной вероятностью р , т.е. при n  экспериментах 1np n=  значений параметра 

iε  будет удовлетворять выражению (1), т.е. показано, что математическая модель адекватна си-
стеме. И наоборот, только ( ) 21– р n n=  значений проиллюстрируют неадекватность исследуе-
мой математической модели. Все результаты эксперимента будут разделены на две группы: 
подтверждающий адекватность математической модели с частотой 1n  и не подтверждающие – 
с частотой 2n . И эти частоты будут связаны выражениями 

1   n рn , 

( )2   1– n р n , (3) 

1 2    n n n+ = . 

Значения 1n  и 2n  могут не соответствовать точным значениям вероятностных оценок в 
двух случаях: 

– математическая модель не адекватна системе, т.е. вероятность р  задана не верно; 
– наличие случайных отклонений. 
Для исключения второго варианта, выяснения случайности отклонения 1n  и 2n  от соот-

ветствующих вероятностей, рассчитывают параметр 

( ) ( )
( )

22
21* 1

.
1

v p nv pn
U

pn p n
 − −−  = +

−
 (4) 

Эта функция является суммой квадратов отклонений, отнесенных к соответствующим ве-
роятностям. 

Рассчитанное по формуле (4) значение сравнивают с табличными критическими значени-
ями критерия Пирсона для заданного уровня риска a . 

Если рассчитанное значение превышает табличное, то делают вывод о неадекватности 
математической модели, т.е. верна гипотеза 1Н . 

Если рассчитанное значение не превышает табличное, то делают вывод о том, что откло-
нения случайны и математическая модель адекватна, т.е. верна гипотеза 0Н . 

Заключение о неадекватности модели не всегда требует отказа от ее использования. 
Можно изменить исходные данные для проверки адекватности и провести проверку еще раз.  
К варьируемым в этом случае данным относят интервал изменения определяемого параметра 

*±ε  и доверительную вероятность р . Интервал увеличивают, а вероятность уменьшают. В этом 
случае уменьшаются частоты 1n  и 2n  и расчет по формуле (4), с последующим сравнением  
с табличными значениями покажет адекватность математической модели. Но в таком случае 
нужно помнить, что точность модели будет меньше, чем задано изначально. 
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Кроме этого, можно уменьшить задаваемую в исходных данных для моделирования ве-

личину вероятности ошибочного отказа от истинной модели. Как следствие, увеличится крите-
рий 2

1,aс  Пирсона, а также то, что будет признано адекватной исследуемой математической мо-
делью. 

Также можно увеличить объем анализируемых данных, если это возможно. В наличие 
имеются большие массивы экспериментальных и теоретических данных, но это не всегда воз-
можно из-за ограниченности информации об исследуемых объектах, процессах, явлениях. 

Если в результате анализа адекватности по критерию 2c  Пирсона будет получено, что 
2
1,  aU c> , то отсюда следует, что доверительный интервал слишком велик и его необходимо 

уменьшить, либо занижена доверительная вероятность р  и ее необходимо увеличить. Исходя 
из этого, можно сделать вывод, что математическая модель оказалась точнее, чем предполагали. 

Недостатком критерия 2c  Пирсона является относительно большой объем данных для 
анализа. Необходимо иметь как минимум 20 значений. 

Критерий Смирнова – Колмогорова (критерий согласия или λ -критерий) предназначен 
для сопоставления двух выборок значений с целью нахождения точки, в которой расхождение 
между ними является наибольшим, и оценки достоверности этого расхождения. Сопоставление 
может быть проведено как между двумя экспериментальными выборками, так и между экспе-
риментальной и теоретически составленной выборками. 

λ -критерий основан на нахождении максимального значения отклонения между двумя 
сопоставляемыми выборками 

{ } { }i i miS sup sup W W− ε = − . (5) 

Для каждой пары выборок строится вспомогательная функция, вычисляемая как отноше-
ние максимальной разности (без учета знака) между значениями накопленных частот двух вы-
борок ( maxd ) к корню квадратному из численности выборки (n): 

* max .n
d

n
λ =  (6) 

Результат расчета по формуле (6) сравнивается с табличным значением ,n aλ  -λ функции 
Смирнова – Колмогорова. 

Если рассчитанное значение -λ функции Смирнова – Колмогорова больше заданного  
в таблице – математическая модель признается неадекватной.  

Если рассчитанное значение -λ функции Смирнова – Колмогорова меньше или равно таб-
личному значению, то математическая модель признается адекватной. 

Этот критерий используют при недостаточном количестве данных об исследуемом объ-
екте (меньше 20 значений). 

Недостатком критерия Смирнова – Колмогорова является требование упорядоченности 
значений сопоставляемых выборок, т.е. каждая из них должна быть сформирована либо по 
нарастанию, либо по убыванию анализируемого параметра, но в любом случае это однонаправ-
ленное его изменение.  

Для использования F-критерия Фишера должны быть выполнены условия, заключающи-
еся в том, что сопоставляемые значения: 

– должны быть представлены в номинальной шкале; 
– иметь только два значения. 
Неоспоримым достоинством F-критерия Фишера является его применимость к малым вы-

боркам, когда весь массив анализируемых данных 10n ≤  значений. Такой объем выборки не 
позволяет использовать критерий 2c  Пирсона. 

Точный критерий Фишера бывает односторонним и двусторонним. При одностороннем 
варианте точно известно, куда отклонится один из показателей. Двусторонний тест является 
предпочтительным, так как оценивает различия частот по двум направлениям: оценивается ве-
роятность как большей, так и меньшей частоты явления. 

Оценка адекватности на основе критерия Фишера осуществляется путем анализа дис-
персий по формуле 
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2
факт
2
ост

,
S

F
S

=  (7) 

где 2
фактS  – факторная дисперсия, определяемая по формуле 

( )2
2
факт ,

ˆxy y
S

m
 −

=  (8) 

2
остS  – остаточная дисперсия, определяемая по формуле 

( )2
2
ост ,

ˆ
1

xy y
S

n m
 −

=
− −

 (9) 

где y  – измеренное значение анализируемого параметра; y  – среднее арифметическое значе-
ние измеряемого параметра; n  – число наблюдений; m  – число параметров при переменной x ;  
x  – количество факторов в модели регрессии. 

В зависимости от типа исследуемой модели регрессии применяемая формула определе-
ния F-критерия Фишера может меняться. Для расчета F-критерия Фишера для парной линейной 
регрессии формула (7) примет вид 

( )
( )

( )
22

факт
22

ост

.
ˆ

ˆ
2x

x

S y y
F n

S y y
 −

= = −
 −

 (10) 

При использовании коэффициента детерминации расчет F-критерия Фишера для парной 
линейной регрессии по коэффициенту детерминации формула (7) примет вид 

( )
2

2 2 ,
1

xy

xy

r
F n

r
= −

−
 (11) 

где 2
xyr  – коэффициент детерминации. 
Для парной нелинейной регрессии расчет F-критерия Фишера проводят по индексу де-

терминации и тогда формула (7) примет вид 
2

2
1,

1
xy

xy

n mF
m

ρ − −=
− ρ

 (12) 

где 2
xyρ  – индекс детерминации. 
Для уравнений множественной регрессии F-критерия Фишера рассчитывают по формуле 

2 2
факт кор
2 2
ост кор

1,
1

S k n mF
S k m

− −= =
−

 (13) 

где 2
корk  – коэффициент корреляции. 
В процессе исследования уравнения множественной регрессии кроме общего F-критерия 

Фишера могут быть рассчитаны частные F-критерии. В случае анализа уравнения с двумя ре-
грессорами (переменными) вычисление частных F-критериев Фишера может быть выполнено 
по формулам 

( )1 2 2

1

1 2

2 2

2 3 ,
1

yx x yx
x

yx x

R r
F n

R
−

= −
−

 ( )1 2 1

2

1 2

2 2

2 3 .
1

yx x yx
x

yx x

R r
F n

R
−

= −
−

 (14) 

Для определения статистической значимости рассчитанного значения F-критерия  
Фишера его сравнивают с критическими или табличными значениями. При этом табличные зна-
чения определяются на основе числа наблюдений, степеней свободы и заданного уровня значи-
мости как ( )табл 1 2, ,F a k k , где 1k m=  – количество факторов в построенной регрессионной мо-
дели, 2 1k n m= − − , где n  – число наблюдений. 
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Интерпретация F-критерия Фишера осуществляется следующим образом. Если рассчи-

танная величина 
ixF  превышает критическое или табличное значение, то дополнительное вклю-

чение фактора ix  в регрессионную модель статистически оправдано и коэффициент регрессии 

ib  при соответствующем факторе ix  статистически значим. 
Если рассчитанная величина 

ixF  меньше критического или табличного значения, то до-

полнительное включение фактора ix  в регрессионную модель статистически не оправдано, так 
как данные фактор и коэффициент регрессии ib  при нем являются статистически незначимыми. 

Результаты исследования 

Оценка точности прогнозирования состояния территориальной техносферы при оценке 
экологического благополучия человека проведена в работе [6]. Результаты этих исследований 
используем для оценки адекватности усовершенствованной модели Лотки – Вольтерра. 

Учитывая, что и территориальная техносфера и каждый из ее элементов являются  
многопараметрическими объектами, для проверки адекватности модели территориальной тех-
носферы на основе системы дифференциальных уравнений Лотки – Вольтерра используем фор-
мулу F-критерия Фишера для множественной нелинейной регрессии и проведем расчет  
F-критерия Фишера по коэффициенту детерминации.  

Исходя из этого, получаем значения F-критерия Фишера, приведенные в табл. 1. 

Таблица 1 

Параметры 2
детk  m  

Рассчитанные значения F-критерия Фишера  
при различных количествах наблюдений, n  

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
Абсолютные 
значения 
факторов 
риска 

0,6331 3 3,45 4,03 4,6 5,18 5,75 6,33 6,9 7,48 8,05 8,63 9,2 

Значения 
риска 0,6333 3 3,45 4,03 4,6 5,18 5,76 6,33 6,91 7,48 8,06 8,64 9,21 

Табличные значения  
F-критерия Фишера 4,76 4,35 4,07 3,86 3,71 3,59 3,49 3,41 3,34 3,29 3,24 

Заключение  
об адекватности модели – – + + + + + + + + + 

 
На рис. 1 приведены зависимости значений F-критерия Фишера от количества наблюдений. 
 

 
Рис. 1. Динамика адекватности математической модели территориальной техносферы:  

1 – зависимость рассчитанных значений F-критерия Фишера ( )F  от количества наблюдений ( )n ;  

2 – зависимость табличных значений F-критерия Фишера ( )F′  от количества наблюдений ( )n  
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Анализ полученных критериев оценки адекватности усовершенствованной модели Лотки – 

Вольтерра показывает, что: 
− модель адекватна и 95,5 % вариаций абсолютных значений факторов риска и значений 

риска объясняется вариацией их предшествующих значений; 
− модель адекватна начиная с 12 измерений; 
− табличное значение F-критерия Фишера при уровне значимости 0,05 составляет 4,07. 

Заключение 

Таким образом, усовершенствованная математическая модель Лотки – Вольтерра, описы-
вающая взаимодействие элементов в территориальной техносфере, адекватно отображает со-
стояние территориальной техносферы при прогнозировании и по абсолютным значениям фак-
торов риска, и по значениям риска имея не менее 12 наблюдений. 
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